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Capitulo 1

Introducao

O WzMazima é um software livre disponivel para a realizacdo de cédlculos matematicos através da
manipulagdo de expressoes simbdlicas e numéricas. Estas incluem diferenciacao, integragao, equagoes
diferenciais ordindrias, sistemas de equagoes lineares, vetores, matrizes, entre outros. Além disso, o
WaxMazima produz resultados de precisao elevada e pode tracar gréficos de fungdes em duas e trés
dimensoes. A versao do programa a ser utilizada neste minicurso serd 12.04.0, que estd disponivel para
download no link http://andrejv.github.com/wxmaxima/ juntamente com as demais versoes do software.
Neste minicurso serao abordados diversos tipos de funcoes com o auxilio do software WrMaxima, como
também a construcgao de gréaficos em duas e trés dimensoes. Além disso, seré explorado cédlculo diferencial
e integral, resolucao de equagdes e sistemas de equacoes, resolucao de equagoes diferenciais ordindrias e

algebra matricial.



Capitulo 2

Primeiros Comandos

Neste capitulo serao abordados os comandos bésicos para a utilizacao do software WxMazima. Pri-
meiramente, através da opcao na barra de ferramentas Editar 7 Configuracoes, personalize o WxMaxima

da seguinte maneira:

e Marque a opgao Enter calcula células. Desta forma, quando voceé clicar Enter, o software ira calcular

o comando inserido na célula. Para mudar de linha sem calcular, deve-se clicar Shift+Enter.
O WzMazima enumera as linhas de comando e de resposta nele inseridas da seguinte forma:
e (%il) é o nimero da respectiva linha de comando, neste caso, a primeira linha.

e (%o01) é o ntimero da respectiva linha de resposta, neste caso, a resposta obtida a partir do comando

inserido na linha (%il).

E possivel utilizar estas referéncias em comandos posteriores a fim de referenciar respectivas entradas

anteriores que se desejam utilizar.

2.1 Numeros

No WzMazxima é possivel realizar operagoes aritméticas de maneira simples, usando os comandos de
adi¢ao (+), subtragao (—), multiplicagao (*), divisdo (/) e potenciagao (~). Os comandos devem sempre

terminar com ponto-e-virgula (;), seguidos de Enter para o programa mostrar os resultados.

Observagao: Vocé pode clicar Enter com o cursor em qualquer posicao da linha. Caso vocé esqueca
de colocar o ponto-e-virgula (;), o WxMazima fard isso para vocé.
Além desses operadores, existem os operadores relacionais (<, >, <=,>=) e o operador de definigdo

de funcao (:=).

Exercicio: Digitar expressoes simples e observar os resultados.



Na divisao de inteiros m e n, o WaMazima apenas simplifica a fragao. Para obter o resultado na
forma decimal usa-se o comando float (m/n);, ou escreve-se m/n seguido de virgula e o comando numer.

Quando um dos numeros da fragao é real, o WaxMazima darid a resposta diretamente na forma decimal.

Exercicio: Obter o valor numérico de:

64

)os

96

bi
)22,1

18

C)ﬁ

No WzMazima, as constantes devem ser escritas usando o simbolo %. Por exemplo, o nimero ?
deve ser escrito %pi, o nimero de Euler como %e e a constante imagindria i como %i. Assim como no
comando, na resposta também aparecerd %constante para indicar a constante. Caso vocé nao deseja
que apareca o simbolo % na resposta, vocé pode desmarcar a opgao Manter simbolo de percentual com
simbolos especiais na aba Editar — Configuracgoes. O simbolo %, quando digitado sozinho, refere-se ao
ultimo resultado apresentado. Vocé ainda pode acessar a saida de comandos anteriores usando a variavel
%on onde n é o nimero da saida. Para fazer operagoes envolvendo nimeros complexos utiliza-se também

a constante %i, além de usar o comando expand para expandir o cdlculo.
Exemplo: Multiplicar (5 + 3i) e (2 + 44).
Com o comando ((5+ 3 x %) * (2 + 4 * %1));, obtém-se 26%i — 2.
O comando expand também pode ser utilizado para expandir outras expressoes matemaéticas.

Exemplo: Expandir (z + y)?.

Com o comando expand ((x+y) “2) ; obtém-se y? + 2xy + x2.
Exercicio: Expandir as seguintes expressoes:

a) (z+y)°

(z+y)?*

b) -

) (x+y)?+ (z+2)°



2.2 Algumas Funcoes

Na tabela a seguir estao descritas algumas fun¢oes matematicas basicas no WrxMazima:

Funcao Significado
sqrt (x) raiz quadrada de x
abs (x) médulo de x
exp (x) exponencial de x

log (x) | logaritmo natural de x

n! fatorial de n
sin (x) seno de x
cos (x) cosseno de x
tan (x) tangente de x

O WzMazima nao possui uma funcao pré—definida para logaritmo de base 10 ou de outras bases. Por
exemplo, podemos definir o logaritmo na base 10 através do comando 1og10(x) :=log(x)/log(10);, que
nada mais é que aplicar a propriedade de mudanca de base. Neste caso em particular, para obter o valor

numérico de log10(100), escrevemos o comando 1og10(100) ,numerj;.

Exercicio: Obter o valor numérico de:

2.3 Definindo Variaveis

Para atribuir valores ou expressoes a varidveis é preciso digitar a variavel seguida de dois pontos
e seu valor ou expressao. Desta forma, serd possivel realizar cédlculos utilizando esses valores. Quando

quisermos remover (limpar) um valor atribuido a uma varidvel, usa-se o comando kill.

Exemplo: Atribuindo valores a duas varidveis, realizar um determinado célculo com elas e, por fim,
remover seus valores:
%il)x : 5;
0l)5
12)
02)8
i3)x? + 2% y;
%03)41

X X

: 8;

X
<

X

(
(
(
(
(
(



Observemos que agora, ao inserir o comando x; o WzMaxima nao retorna o valor atribuido a x
anteriormente.

Notemos também que, no exemplo anterior, nao era necessario mostrar os valores de x e y. Nesse
caso, basta usar o sfmbolo $ ao invés de ponto-e-virgula ao final da expresséo, para que o valor néo seja
mostrado.

(%i6)x : 5%
(%iT)y : 8%
(%i8)x? + 2 * y;
(%08)41

)
)



Capitulo 3
Equacoes

3.1 Resolvendo Equacgoes

Resolvendo equacgoes: Para resolvermos equagoes no software WrMazima usamos o comando solve.
Este comando é bastante utilizdvel e pode ser usado de diferentes maneiras, como por exemplo, resolver
uma equacao de duas incégnitas e achar o resultado em funcao de uma delas, resolver uma ou mais
equagdes e achar valores para sua(as) varidvel(eis). De forma geral o comando é o seguinte: solve([eq.1,

eq.2, ...], [varidveis|);.
Exemplo: Resolver a equacio 22 —1 =10

Para resolver essa equagao, utiliza-se o comando solve([x~2-1],[x]); e o WzMazima nos retor-

nard a seguinte resposta: [x=1, x=-1].

Exemplo: Resolver o sistema linear

r+y=2
z—y=0

Neste caso, utiliza-se o comando solve([x+y=2, x-y=0], [x,y]); e obtém-se como resposta [z =

Exemplo: Ache o resultado da equagdo x + 3y + 5 = 0 em fungao de x.

Aqui, utiliza-se o seguinte comando solve([x+3*y+5=0], [x]); e obtém-se como resposta [z =
-3y — 5].

Exercicio: Resolva as seguintes equagoes:

a) 22 + 3z — 4



b) 22 — 2z + 1
r+y=10
T—y=2

3.2 Raizes de Polinomios

Raizes de polinémios sdo os nimeros que zeram a equagao, ou seja, f(z) = 0. Para encontrar as raizes de
um polindémio no WazMazima tem-se dois comandos bésicos: o primeiro é find_root(eq., variavel,
limite inferior e limite superior); e o segundo é allroots(equagao);. A diferenca entre eles é

que no primeiro é estabelecido limites para encontrar as raizes.

Exemplo: Encontre a raiz da equagao 4x 4+ 8 = 0, estabelecendo como limite inferior —10 e limite
superior 10.

Aqui, utiliza-se o comando find_root (4*x+8, x, -10, 10); e obtém-se como resposta [z = —2].

Exemplo: Obter as raizes da equacdo z2 + 4z = 0.

Neste caso, usa-se o comando allroots(x~2+4*x=0); e obtém-se como resposta [x = o,z = —4].

Exercicio: Ache as raizes das seguintes equagoes:
a) 3 +222+2=0
b) 222 + 5z +2 =0
c) 72 —64 =0

3.3 Sistemas Lineares

Um sistema de equagoes lineares, ou somente sistema linear, é um conjunto finito de equagoes line-
ares aplicadas num mesmo conjunto, igualmente finito, de varidveis. E, equacoOes lineares sao equagoes
compostas exclusivamente de adigoes e subtragoes de termos que sao constantes ou o produto de uma
constante pela primeira poténcia de uma varidvel. Como vimos antes, é possivel calcular sistemas lineares
usando o comando solve, o qual é o comando basico quando se trata de equagoes, mas, por outro lado
temos no WrMazima um comando especifico para os sistemas lineares que é o comando linsolve([eq.1,

eq.2], [varidveis]);.

Exemplo: Resolva os seguintes sistemas lineares:

dSr+y="7
1-y =
z+y=3

Neste caso o comando usado é linsolve([5*x+y=7, x+y=3], [x, y]); o qual retornard como

resposta [z = 1,y = 2].

10



r+y+z2=6
2-y= T+z=4
r—y=20
Aqui, usa-se o comando linsolve ([x+y+z=6, x+z=4, x-y=0], [x, y, z]); para obter como

resposta [x = 2,y = 2ez = 2].

Exercicio: Ache os valores das varidveis dos seguintes sistemas lineares:

8x + 5y =15

z+y=9

2c+y+2=10
b)y = r+y+2=38

2x4+2=28

10z 4+ 4y =18

z+y=3

3.4 Sistemas Algébricos

Para resolugao de um sistema nao linear, usa-se o comando de sistemas algébricos, o qual também
pode ser utilizado para resolugdo de sistemas lineares. No WzMazima este comando é algsys([eq.1,

eq.2,...], [varidveis]);.

Exemplo: Resolva os seguintes sistemas:

Para resolver esse sistema utiliza-se o comando algsys([x"2-4xy=4, y-x=2], [x, yl); eo Wz-

Mazima retornard como resposta [(z = =2,y = 0), (x = 6,y = 8)].
24+ 9y? =18

2-y =
3r—y=26

Neste caso, usa-se o comando algsys([x"2+y~2=18, 3*x-y=6], [x, y]); e obtém-se como res-

posta [(z =3,y =3), (x = £,y = =2)].

Exercicio: Resolva os sistemas abaixo:

2?2 +y =18
a)y =
r+y=2~6

11



v+r=9
y+x=3
PP+y+2:=7
r+z2=3
y+z=4

12



Capitulo 4

Algebra

Neste capitulo serd abordado a parte algébrica do WaxMaxima, no que se refere sobre matrizes. Serd
explorada a introducao de matrizes, matrizes inversas, matrizes transpostas, determinantes, polinémios

caracteristicos, autovalores e autovetores e algumas operagoes basicas com matrizes.

4.1 Introduzir Matriz

Para introduzir uma matriz no WxMazima, usa-se o comando:

a:matrix([3, 1], [2, 4]);, onde a é o nome da matriz e os valores dentro dos colchetes correspondem aos
valores das linhas da matriz.

Com o comando matrix_size(a); o WzMazima retorna o nimero de linhas e colunas, respectiva-

mente, da matriz a.

Exemplo: Introduzir a seguinte matriz no WxMazima e determinar o niimero de linhas e colunas

da matriz introduzida:

N W =N
=~ Ot W
S N ot O

Para introduzir a respectiva matriz, usa-se o comando B: matrix([2,4, 6], [1,3,5], [3,5,7],[2,4,6]);. E

para determinar o nimero de linhas e colunas desta matriz usa-se o comando matrix_size (B);.

Exercicio: Introduza as seguintes matrizes no WzMazima e determine o seu nimero de linhas e

colunas:

13



2 11 7
b) D =

6 7 1

a b c
c) X = d e f

g h 1

4.2 Matriz Inversa

Uma matriz quadrada A é dita invertivel quando existe uma matriz A~! tal que A.A™!' =1 ,ondeIé
a matriz identidade. Assim, para que uma matriz seja invertivel é necessario que esta seja quadrada de
ordem n e seu determinante diferente de zero.

O WzxMazxima calcula a matriz inversa de uma matriz A, desde que esta cumpra os requisitos mencio-
nados acima. O comando para calcular a matriz inversa é invert(%);, onde % referencia-se a matriz que
deseja-se encontrar a inversa. Por isso, é necessario primeiro introduzir a matriz para que posteriormente

possa-se calcular a sua inversa.

Exemplo: Calcular a matriz inversa da matriz X =

Para obter a matriz inversa da matriz X, primeiramente deve-se introduzir a matriz através do

comando X: matrix([2, 3],[1,4]); e apds utiliza-se o comando invert(%);, a fim de obter a matriz inversa.

Exercicio: Calcule as matrizes inversas das seguintes matrizes:

1 2
a) A=
3 8
2 5 1
b)B=| 1 3 2
4 4 6
72 6 0
2 5 2 1
c)C=
09 2 3
2 11 9

4.3 Matriz Adjunta

A matriz adjunta de uma matriz quadrada A é a matriz que se obtém substituindo cada termo A; ;

pelo determinante da matriz resultante de retirar de A a linha i e a coluna j multiplicado por (—1)i*7. O

14



WaxMazxima calcula a matriz adjunta de uma matriz quadrada A. Para isso, basta introduzir uma matriz
quadrada qualquer e apds isto utilizar o comando adjoint(%);. Desta forma, o WzMaxima calculard

a matriz adjunta da ultima matriz introduzida. Caso essa matriz nao seja quadrada, o comando dara erro.

4 1 2
Exemplo: Calcular a matriz adjunta da matriz A= 6 1 2
3 5 6

Para obter a matriz adjunta, primeiramente usa-se o comando A: matrix([4,1,2],[6,1, 2], [3, 5, 6]);,

o qual introduzird a matriz A. Apds isto, usa-se o comando adjoint(%);, o qual retornaré a matriz adjunta

desejada.

—4 4 0
Matriz adjunta=| —30 18 4
27 =17 =2

Exercicio: Calcule as matrizes adjuntas das seguintes matrizes:

3 5 9
a)B=| 12 10 3

7 9 5

4 16
b) X =

11 8

3 7 13 21

11 5 10 5
c) C =

1 1 3 6

3 4 5 0

4.4 Determinante

Para calcular o determinante de uma matriz no WzMazima, basta utilizar o comando determi-
nant(%);, onde o % referencia-se a tultima matriz introduzida. Para calcular o determinante de uma

matriz que nao foi a dltima a ser introduzida, basta referenciar a matiz dentro dos parénteses.

4 1 2
Exemplo: Calcule o determinante da matriz A = 6 1 2
3 5 6

Como a matriz A j4 foi introduzida em um exercicio anterior, basta utilizar o comando determi-

nant(%o1);, onde %ol referencia-se a matriz A introduzida.

15



Exercicio: Calcule os determinantes das seguintes matrizes, jé introduzidas em exercicio anterior.

3 5 9
a)B=| 12 10 3

7 9 5

4 16
b) X =

11 8

3 7 13 21

11 5 10 5
c) C =

1 1 3 6

3 4 5 0

4.5 Polinomio Caracteristico, Autovalores e Autovetores

Seja a matriz quadrada A, dizemos que um escalar o« é um autovalor de A, se existe um vetor v, nao-
nulo, tal que Av = v. Esse vetor v é chamado autovetor associado ao autovalor <. A equacao Av =x v
gera o sistema linear homogéneo (A— o« I,)x = 0. Este sistema linear admite infinita solugoes se, e
somente se, det(A— « I,) = 0, sendo esta a equagao caracteristica. No WzMazima pode-se encontrar o
polinémio caracteristico de uma matriz com o comando charpoly(%matriz, x), expand;. As rafzes do
polinémio caracteristico sao denominadas autovalores. Para encontrar os autovalores no WaxMazima, usa-
se o comando eigenvalues(%);. A partir dos autovalores é possivel encontrar os autovetores associados
substituindo os valores de « encontrados no sistema (A— « I,)z = 0. O vetor x encontrado é chamado
autovetor associado ao autovalor o<. Para encontrar os autovetores de uma matriz no WxMazxima, usa-se
o comando eigenvectors(%);. Ao utilizar este comando o WxMazima gera os autovetores associados

aos autovalores correspondentes a matriz.

1 2
Exemplo: Obtenha o polindmio caracteristico, os autovalores e autovetores da matriz A = 1 0
4 —4

Para introduzir a matriz A, usa-se o comando A:matrix([1,2, —1],[1,0,1], [4,—4,5]);. Apds isto,

para obter o polindmio caracteristico, o comando a ser utilizado é charpoly(%il, x), expand;. Por fim,
para encontrar os autovalores e autovetores, usa-se, respectivamente, os comandos eigenvalues(%o1);

e eigenvectors(%o1l);.

Exercicio: Obtenha os polinémios caracteristicos, os autovalores e os autovetores das matrizes abaixo:

16



01
a)T:12

10

1 1
b) S =

-2 4

000
c)R=]101 0

1 0 1

4.6 Matriz Transposta

Matriz transposta é o resultado da troca de linhas por colunas em uma determinada matriz. Uma
matriz simétrica é toda a matriz que € igual a sua transposta. No WzMazxima, pode-se obter a transposta
de uma matriz através do comando transpose(%);, onde % referencia-se & ultima matriz introduzida.

Caso queira transpor uma matriz introduzida antes da tltima pode-se referenciar dentro do parénteses.

12 4 6
Exemplo: Obter a matriz transposta da matriz A= | 10 9 7
8§ 1 0

Primeiramente, usa-se o comando A: matrix([12, 4, 6], [10,9, 7], [8,1,0]); para introduzir a matriz

A. Apés, a fim de obter a sua transposta, usa-se o comando transpose(%);.

12 10 8
Obtém-se assim, AT = 4 9 1
6 7 0

Exercicio: Calcule as matrizes transpostas das seguintes matrizes:

23 40 2
a) A=
1 1 9
3 11
b) B =
10 83
34 17 3 9
c)C=| 15 8 4 3
7 18 1 O

17



4.7 Operacgoes Basicas com Matrizes

E possivel realizar com o WzMazima operagoes bésicas (adigao, subtragdo e exponenciagdo) com as
matrizes.

Para adicionar duas matrizes no WxMazima, primeiramente é necessario introduzir uma matriz A e
uma matriz B e apds isto utilizar o comando A+B;. Para subtrair usa-se o comando A-B;. O comando
para exponenciacido é A.A; para A%, A.A.A; para A3 e assim sucessivamente, onde A é a matriz j4 intro-

duzida.

1 5 8 2 8 1
Exemplo: Sejam as matrizes A = 3 4 2 e B= 9 3 1 |. Calcule:
4 3 2 1 5 4
a) A+B;
b) A%;
c) B-A;

Primeiramente, para introduzir as matrizes A e B, usa-se os comandos A: matrix([1, 5, 8], [3, 4, 2], [4, 3, 2]);

e B: matrix([2,8,1],[9,3, 1], [1, 5,4]);, respectivamente.

a) Para obter A+B, usa-se o comando A+B:;.
b) A fim de encontrar A%, o comando a ser usado é A.A.A.A;.

c¢) Por fim, para obter B-A, usa-se o comando B-A;.

Exercicio: Sejam as matrizes C' = 07 eD= ) . Calcule:
2 11 -2 9
a) C-D?
b) D+C?
c) D3+ C3
d) D

18



Capitulo 5

Graficos 2D

Neste capitulo serd explorado os comandos para tracar graficos em duas dimensées no WrxMazima.
Os comandos para plotar graficos sao: plot2d ou wxplot2d. A diferenga entre estes é que o comando
plot2d plotard o grafico em uma outra janela, sendo que ao passar o mouse sobre o grafico é possivel
visualizar as coordenadas dos pontos. O comando wxplot2d plotara o grafico na janela de comandos do

WxMazxima.

2

Exemplo: Plotar a parabola y = x

X2

Para isso, usa-se o comando wxplot2d(x~2, [z, —2,2]); e obtém-se o seguinte grafico.

5.1 Alterar o Intervalo do Dominio e do Contradominio

Para alterar o intervalo do dominio no exemplo anterior, deve-se substituir o valor inicial e final do

intervalo que vocé deseja no lugar de -2 e 2.
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Exemplo: Obter o grifico da funcio f(x)=22, com o dominio de -10 a 10.

O comando a ser utilizado é wxplot2d(x~2, [z, —10, 10]);, obtendo assim, o seguinte grafico:

100

x"2

Para alterar o intervalo do contradominio do exemplo anterior, acrescenta-se [y,a,b] no comando, onde

o “a”e “b”sao valores inicial e final para o seu contradominio.

Exemplo: Plotar o grifico de f(x)=x2, com o contradominio variando de [0,5] e domfnio variando de
-10,10).
Para plotar o grafico em questdo, usa-se o comando wxplot2d(x~2, [z, —10,10], [y, 0, 5]);, obtendo o

grafico abaixo:

5
4 |
3t
%
2L
1
O L L
-10 -5 0 5 10

2

Exercicio: Plotar a pardbola f(x)=2*, com o dominio entre [-3,5] e contradominio entre [-2,4].

5.2 Plotando Dois ou mais Graficos no mesmo Sistema Carte-

siano

Para plotar dois ou mais graficos no mesmo sistema cartesiano, deve-se colocar ambas as fungoes no

mesmo comando.

3

Exemplo: Plotar os graficos de f(x)=x2 e g(x)=2> no mesmo sistema cartesiano.
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Para isso, o comando a ser utilizado é wxplot2d([x~2,x"3], [z, —10,10]);, que retornard o seguinte

grafico:

1000
800 |
800 |
400 ¢
200 t

o p—
*"3

=200
-400
-600 |
-800 |
-1000 . .

-10 -5 0 5 10

Caso queira-se plotar mais que dois graficos no mesmo sistema cartesiano, basta apenas acrescentar

fungoes no comando anterior, ou seja, utiliza-se o comando wxplot2d([fun¢ao,funcao,fungao,..;.

1
Exercicio: Plotar os graficos de f(x):2—z e g(x)=2% no mesmo sistema cartesiano.

5.3 Personalizacao dos Graficos

5.3.1 Espessura do Grafico

Usa-se o comando style para alterar o estilo do grafico. O estilo podera ser lines para segmento de

reta ou points para segmentos de pontos isolados.

LINES: Admite um ou dois nimeros, onde o primeiro é a largura da linha e o segundo é o nimero

equivalente a cor.

TABELAS DE CORES
Numeros Cores
1 Azul Forte
2 Vermelho
3 Verde
4 Roxo
5 Preto
6 Azul Fraco

Observagao: O nimero que corresponde as cores pode variar conforme a versao do software.

Exemplo: Plotar o grafico de f(x)=tan(x) na cor vermelha.
Para isso, usa-se o comando wxplot2d(tan(x), [z, —5,5], [y, —5, 5], [style, [lines, 3, 2]]);, que retornard

o seguinte grafico:
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tan(x)
(]

POINTS: Admite um ou dois nimeros, onde o primeiro nimero corresponde ao raio dos pontos e o

segundo refere-se a cor da linha do grafico.

Exemplo: Plotar as fungoes f(x)=x e g(x)=2z na cor roxo e verde, respectivamente.

Para tal, usa-se o comando style: wxplot2d([z, 2 * z], [z, —5, 5], [style, [lines, 1, 4], [points, 0.5, 3]]);

4 2 0 2 4

5.3.2 Renomeando os Eixos

Com o WxMazima pode-se identificar os eixos das ordenadas e das abscissas de maneira desejada.
Para isso, usam-se dois comandos distintos.
XLABEL: é o comando utilizado para renomear o eixo das abscissas.

YLABEL: é o comando utilizado para renomear o eixo das ordenadas.

Exemplo: Plotar o grafico de f(x)=X? , renomeando o eixo das abscissas para “eixo_x” e o eixo das

ordenadas para “eixo_y”.

Para isso, usa-se o comando wxplot2d(x~2, [z, —5, 5], [zlabel, eizo_z], [ylabel, eizo_y]);, o qual retornard

o grafico abaixo:
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eixo_y

0 2 4
2ix0_X
Caso seja plotado dois ou mais graficos no mesmo plano cartesiano, o WxMaxima atribui automati-

camente uma legenda com as fungoes plotadas. Caso queira-se modificar a legenda destes gréaficos usa-se

o comando legend.

Exemplo: Plotar os graficos das funcdes: f(x)= 2% e g(x)=x? e identifica-las de acordo com o seu
tipo.

Para isso usa-se o comando wxplot2d([x~2,x"3|, [z, —2, 2], [y, —2, 2],[legend,,quadratica,cubical);.

5.4 Funcgoes Paramétricas

Uma funcao na forma paramétrica é expressa em fungao de um parametro, por exemplo, 7t?. Pode-se
plotar fun¢oes paramétricas usando o WxMaxima, através do comando wxplot2d(parametric,y(t),x(t),[t,a,b]);.
Neste tipo de grafico nao é necesséario informar o intervalo do dominio no qual deseja-se obté-lo, visto que
o parametro determina-o. No entanto, como os graficos paramétricos sao representados em uma escala
de 4 por 3, no WxMaxima, coloca-se 4/3,4/3 nas coordenadas referentes ao eixo x para obter uma escala

adequada.
Exemplo: Plotar o grafico paramétrico da circunferéncia de raio 2 e centro em (1,1).

Para plotar este grafico é necessario lembrar que as equagoes paramétricas da circunferéncia sao e .

Para isso, usa-se o comando wxplot2d([parametric,1 + 2 * cos(t), 1 + 2 * sin(t), [t, 0, 2 * %pi]]); e obtém-se:
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2*sin(t)+1

Exemplo: Plotar de forma paramétrica a reta f(t)=2¢ + 1.

Usando o comando wxplot2d([parametric,t, 2 x t + 1, [t, —10, 10]]);, tém-se:

2*t+1

5.5 Funcoes Explicitas e Implicitas

Para que uma fungao seja considerada explicita ela deve estar em funcao de uma variavel. Ja uma
fungao implicita deve estar em funcao de duas ou mais varidveis. Desta forma, uma mesma fungao pode
ser representada de uma maneira explicita ou implicita, por exemplo, a funcao y= x+1 esta definida de
maneira explicita, entretanto y-x-1=0 esta definida de maneira implicita, por serem a mesma fungdo com

representagoes diferentes estas possuem o mesmo grafico, mas estao representadas de maneiras diferentes.

5.5.1 Funcao Explicita
Para plotar o gréfico de uma fungao explicita, usa-se o comando: wxplot2d([fungl,fung2,...],[x,a,b]);.
Exemplo: Plote o grafico de forma explicita da funcao seno.

Para obter tal gréfico, usa-se o comando wxplot2d(sin(z), [z, —2 % %pi, 3 * %pi]);. Retornando assim,

o seguinte grafico.
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sin(x)

5.5.2 Funcao Implicita

Para plotar os gréficos de fungoes implicitas, deve-se, primeiramente, carregar o pacote load(implicit_plot);,
para entdo usar o comando wximplicit_plot([fun¢l,fung2,...],[x,a,b],[y,c,d]);. Nas fungdes plotadas impli-

citamente é necessario determinar intervalos para o dominio e contra dominio.

Observagao: O WxMazima pode falhar em expressoes consideradas complicadas por este.

Exemplo: Plotar o grafico da fungao.

Para isso, usa-se o comando wximplicit_plot(x~2-y~2 = 1, [z, —10, 10], [y, —10, 10]);, obtendo assim, o

grafico abaixo:

10

-10 . .
-10 -5 0 5 10

Exemplo: Plotar o gréafico da fungao xy=1.

Para tal, usa-se o comando wximplicit_plot(4xx~2 —2xy = 6, [z, —5, 5], [y, —3, 3]);, obtendo o grifico

abaixo:
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Capitulo 6

Graficos 3D

Neste capitulo, iremos visualizar os comandos necessdrios para plotar graficos em 3 dimensoes (3D).
Para implementagao destes graficos o comando a ser usado é a plot3d ou wxplot3d. O programa gerador
de graficos, do plot3d, permite que os gréaficos em trés dimensoes, possam ser movimentados conforme o

seu usuario, revelando assim todos os seus detalhes.

Exemplo: Plotar o grafico do paraboloide.
Para plotar esse grafico, o comando a ser usado é wxplot3d(y~2-x"2, [z, —5, 5], [y, —5, 5]); e retornard

o grafico abaixo:

IR R RV TV
oo ooo

Exemplo: Plote o cone z=f(x,y)=/x"2+y"2 .
Para tal, utilize o comando wxplot3d(sqrt(y~2+x~2), [z, —4,4], [y, —4, 4]); o qual retornard o seguinte

grafico:
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sar(y"2+x"2)

O I PN

Exemplo: Plote o grafico de f(x)=sen(x)sen(y).
Para tal, utilize o comando plot3d(sin(z) * sin(y), [x,0,2 * %pi], [y, 0,2 * %pi]); o qual retornard o

grafico abaixo:

sin(x)*sin(y)

Exemplo: Plote o grafico de f(x)=cos\/x"2+y"2.
Para tal, utilize o comando wxplot3d(cos(sqrt(x~2+y~2)), [z, —2+x%pi, 2+%pi], [y, —2x%pi, 2x%pi], [grid, 50, 50]);

obtendo assim o grafico abaixo:

LAy hD) )

NT

el

Exercicios: Plotar os seguintes graficos no WxMaxima:
a) z=f(x,y)=1 -y
b) g(xy)=(z +1)* +y?
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Capitulo 7

Polinoémios

Seja n um inteiro positivo, o polindmio de grau n vai ser uma funcao que pode ser escrita da seguinte

forma:
co+ 1+ cax? + ...+ cpz

Utilizam-se polindémios constantemente em matematica, contudo, nem sempre é facil resolver calculos
envolvendo-os, especialmente quando se trata de um quociente. O WxMazima tem uma funcao extrema-
mente 1Gtil, a qual facilita os calculos otimizando o tempo de estudo.

Sejam p1,pa, ..., pn polinémios de grau n. O comando divide(pl,p2,...,pn); divide os respectivos
polindmios, retornando o quociente e o resto: [quociente,resto].

2

Exemplo: Dados os polinémios z* e x — 2, efetuar a divisdo do primeiro pelo segundo.

Para isso, utiliza-se o comando divide (x~2,x-2); . O WzMazima ird retornar como resposta [x+2,8].

Note que = 4 2 é o quociente e 8 é o resto, pois nao temos uma divisao exata.

7.1 O Grau do Numerador é Maior que o Grau do Denominador

Seguem alguns exemplos onde o grau do numerador serd, no minimo, uma unidade maior que o do

denominador.

Exemplos:

3 +2 =2z
a) 1

Inserindo o comando divide (x~3+x"2-2*x,x~2-1) ;, obtém-se como resposta [x+1,1-x].

23— 322 - 13z + 15
x—1

b)

29



Utiliza-se o comando divide (x~3-3%x"2-13%x+15,x-1) ;, obteremos como resposta [z? — 2z — 15,0].

Note que neste caso a divisao serd exata, pois teremos resto igual a zero.

Observagao: Note que nos casos acima o resultado da divisao gera um polindmio, como quociente,

que é no minimo um grau menor que o polinémio do numerador.

7.2 O Grau do Numerador e do Denominador sao Iguais

Seguem alguns exemplos onde ambos os polinémios tém o mesmo grau.

Exemplos:

)x4+3x3
a) L
xt —2

Para efetuar a divisao utiliza-se o comando divide (x~4+3*x"3,x"4-2);, e obtém-se como resposta

(1,323 4 2.

2+ 4
22

b)

Utilizando-se o comando divide (x~2+4,x"2) ;, obtém-se como resposta [1,4].

Observagao: Nota-se que nos casos acima, o quociente é sempre igual a 1,

variando apenas o valor do resto.

7.3 O Grau do Numerador é Menor que o Grau do Denominador

Seguem agora exemplos onde o grau do numerador é, no minimo, uma unidade menor que o grau do

denominador.

Exemplos:

2

au)glj

3

Inserindo-se o comando divide (x~2,x"3) ;, obtém-se como resultado [0,22].
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3 + 222 — 4z + 80
4+ 1

b)

Para efetuar a divisdo, utiliza-se o comando divide (x~3+2*x~2-4*x+80,x"4+1) ;, obtendo-se o se-

guinte resultado [0,23 + 222 — 4z + 80].

Observagao: Nota-se que nos exemplos acima o quociente da divisao é sempre igual a zero e o resto

é, exatamente, igual ao polindomio do numerador.

Foi possivel notar nos trés subitens anteriores que é vélido o Algoritmo da Divisao de Euclides. Seja

m 7’ . . . . .
ele, — = ¢+ r, onde m é o dividendo, n o divisor, q o quociente e r o resto.
n

Exercicio: Efetuar as seguintes divisoes de polinémios:
24+ 22 +8
a) ——— —
z—4

2t + 323 — 522 + 10
4+ 6

b)

o) 244
3 —5
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Capitulo 8

Limite

Diz-se que o limite de f(z) quando x tende a a é igual a L se é possivel tornar os valores de f(z) tao

préximos de L quanto se quiser, tomando z suficientemente préximo de a, mas nao igual a a e escreve-se

lim f(z) = L.

Para calcular o limite de uma fungao no WxMazima, utiliza-se o comando 1imit seguido de parénteses,
dentro deles escreve-se a fungao desejada,e entre virgulas, a variavel e o ponto para onde a fungao esta

tendendo, lim(f(x),x,a);.

Exemplo: Calcular o limite da funcio f(z) = 2% — 4, quando x tende a 2.

Para isso, usa-se o comando limit(x"2-4,x%,2);, e obtém-se o seguinte resultado: 0.

Exemplo: Calcular o limite da funcdo f(z) = ”Q%fl“ quando z tende a 1.

Para tal, usa-se o comando limit ((x~2+x+1)/(x+1), x, 1);, e obtém-se o resultado: %

Para o célculo de limites, usa-se alguns comandos especiais, como inf e minf (ou -inf), para designar
infinito positivo e negativo, respectivamente. Além disso, em resultados podem aparecer as expressoes
und (undefined - ndo definido), ind (indefinido mas associado) e infinity (infinito complexo).

Exemplo: Calcular lim 2° — .

r—+00
Neste caso,digita-se o comando: 1limit(x"2-x,x,inf); e obtém-se o resultado +oco.

No WzxMazima é possivel também calcular os limites laterais. Neste caso, acrescenta-se no comando,
entre virgulas, a op¢ao minus (quando quiser calcular o limite & esquerda do ponto escolhido) ou plus

(quando quiser calcular o limite & direita do ponto escolhido).

5 — 4
Exemplo: Calcular lim xQA
Tz——2 T2 —4
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Primeiramente, utiliza-se o comando 1imit ((x~3-3*x+4)/(x"2-4) ,x,-2);, e obtém-se uma indeter-
minagao. Entao, calculam-se os limites laterais, digitando os comandos 1imit ((x~3-3*x+4)/(x"2-4) ,x,-2,plus) ;
e 1imit ((x"3-3*x+4)/(x"2-4),x,-2,minus) ;. Assim, obtém-se os resultados —oo e 400, respectiva-

~ . .. ~ 3 _ 3,
mente. Portanto, ndo existe limite da funcdo f(z) = %

quando x tende a —2.

Exemplo: Calcular os limites laterais de f(z) = 25 quando x tende a 1:

Para calcular o limite a direita, digita-se 1imit(1/(x-1), x, 1, plus);, e para calcular o limite a
esquerda digita-se 1imit(1/(x-1), x, 1, minus);,obtendo assim, as respostas +oo e —oo. Portanto,

nao existe limite da fun¢do f(z) = -5 quando z tende a 1.

Exercicio: Calcular os seguintes limites:

a)lim 29U
x—0 xX

Os limites sao muito utilizados na construcao de assintotas e de graficos de fungoes racionais.

1.
=

Exemplo: Plotar o gréfico de f(z) =

Para tal, utiliza-se o comando wxplot2d(1/x, [x,-5,5], [y,-5,5]1); e obtém-se o gréfico:

4 1
> L
I
-2
4
4 -2 0 2 4
X

Nos pontos de descontinuidade das funcoes racionais, os graficos das fungoes aproximam-se muito de
uma reta vertical, chamada assintota vertical. No exemplo anterior, a assintota vertical é a reta z = 0.
As assintotas verticais auxiliam no esbogo do grfico de uma funcao racional e elas sao facilmente
determinadas através da nogao de limite. Diz-se que x = a é uma assintota vertical da curva y = f(x) se

pelo menos uma das seguintes condigoes estiver satisfeita:

33



lim f(z) = +o0 lim f(z) =+o0

r—a™t T—a~
lim f(z) = -0 lim f(z)=—-o0
z—at r—a~

Exemplo: Obter a assintota vertical de f(z) = w—£3 e plotar o grafico da fungao:

O primeiro item a ser analisado em uma funcao racional é o seu dominio. Neste caso, tem-se que
D = R — {3}. Como f néo estd definida em 2 = 3, o que acontece com a fungdo com pontos suficiente-

mente préximos de 3?7 Para responder a esta pergunta deve-se analisar os limites laterais.

Note que, quando tomamos valores pela direita de 3, esses valores sao maiores que 3. Logo quando

x— 3T, x —3>0. Assim,

:+OO

lim
z—3+t r — 3

Analogamente, quando tomamos valores pela esquerda de 3, tem-se  — 3 < 0. Logo

= -0

. 1
lim
z—3- T — 3

Portanto, = 3 é uma assintota vertical, podendo assim plotar facilmente o grifico de f(x).

Para calcular esses limites laterais no WaxMazima, usa-se os comandos 1imit (1/(x-3), x, 3, plus);
para limite lateral a direita de 3 e 1imit(1/(x-3), x, 3, minus); para limite lateral & esquerda de 3.
Para plotar a assintota vertical no WaxMazima, precisa-se usar o comando de funcao implicita. Para
isso, primeiramente, deve-se carregar o pacote através do comando load(implicit_plot);. E em se-
guida, plota-se o grafico com o comando wximplicit_plot([f(x,y)=0,g(x,y)=0], [x,a,bl, [y,c,d],
[style, [lines, espessura, cor], [lines, espessura, cor]]);, onde o comando style permite

alterar cor e espessura dos graficos, como visto anteriormente.

Nesse exemplo, tem-se

wximplicit_plot ([x=3,y*(x-3)=1], [x,-1,5],[y,-5,5], [style, [lines,1,4], [lines,2,5]]);,

onde a funcao f(z) terd espessura 1 e cor 4 e a assintota vertical terd espessura 2 e cor 5.
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Observacao: Somente o conceito de assintota vertical, muitas vezes, nao permite saber o comporta-
mento do grafico de uma funcao.
X

Ezemplo: Dada a funcao f(z) = .9, esbocar o gréfico de f(z):

Primeiramente, analisa-se que o dominio da funcéo, onde D(f) = R — {—4}. Em seguida, usa-se os
comandos limit(x/(x+4), x, -4, plus); e limit(x/(x+4), x, -4, minus);, obtendo —oo e +o0,
respectivamente. Portanto, x = —4 é uma assintota vertical da curva f(x).

Para plotar o gréafico da assintota vertical, usa-se os comandos:
load(implicit_plot);
wximplicit_plot(x=-4, [x,-6,4],[y,-5,5], [style,[lines,2,3]11);.

Ainda, para plotar o gréafico é necessario descobrir se hé intersecdo com o eixo x. Para tal, é necessario

encontrar os pontos em que f(x) = 0.

x

Com isto é possivel observar que o grafico passa pelo ponto (0,0).

Para auxiliar na construgao do gréafico é interessante saber da existéncia de alguma assintota hori-

zontal. Isto ocorre quando:

AP S =L
ou
A Sl =1

Com o auxilio do WxMazima pode-se obter os seguintes limites, através dos seguintes comandos:
limit(x/(x+4), x, inf); para limite tendendo a 400 e 1imit(x/(x+4), x, -inf); para limite ten-
dendo a —oo. Com os resultados obtidos, conclui-se que a reta y = 1 é uma assintota horizontal.

Essas informagoes adicionais permitem esbogar o gréafico com facilidade.
load(implicit_plot);
wximplicit_plot([x=-4,y=1, y*(x+4)=x], [x,-10,4],[y,-5,51);.
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Ezercicio: Obter as assintotas verticais e horizontais, se existirem, a curva definida pelas seguintes
fungdes. Além disso, construir o grafico das fungoes, juntamente com as assintotas encontradas. Verifique

no software WxMaxima se seu esbogo esté correto.
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Capitulo 9

Derivada

Para calcular a derivada de uma fungao usa-se o comando diff (f(x),x,n);, onde f é a funcéo, x a

variavel em relacao a qual se deseja derivar e n o nimero de vezes a se derivar.
Ezemplo: Calcular a derivada de f(z) = z*:
Utilizando o comando diff (x"4,x,1); obtém-se a derivada f’(x) = 4z3.
Ezemplo: Calcular a derivada terceira de f(z) = 3z%:
Utilizando o comando diff (3*x"~2,x,3); obtém-se a resposta f'(x) = 0.
Exemplo: Calcular a derivada em relacido a y de f(x) = 23 + 2y*:
Usando o comando diff (x~3+2*y~2,y,1); obtém-se como resposta f'(z) = 4y.
Observagao: O comando Diff (f,x,n), com D maitsculo, apenas indica a derivada a ser calculada.
Exemplo: Indicar a derivada primeira de f(z) = x*:
Para tal, usa-se o comando Diff (x~4,x,1); obtendo Dif f(z*, z,1);
Exercicio: Calcular as derivadas das fungoes indicadas:

a) Derivada segunda de f(x) = 23 + 22 — 1;

b) Derivada primeira de f(z) = 522 + x;

¢) Derivada terceira de f(z) = 2'2 + 2z

d) Derivada primeira de f(x,y) = x + 3, em relacio a y.

e) Derivada primeira de f(z) = 2sen?(z)
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f) Derivada décima quinta de f(x) = sen(2x)
g) Derivada sétima de f(x) = 3cos(x)

Também, através do comando diff (f(x),x,n); é possivel calcular derivadas parciais.

Ezemplo: Calcular a derivada primeira em relagao a x e a derivada segunda em relacao a y da fungao
fzy) = 2y

Para isso, usa-se o comando diff (x*y~2,x,1,y,2); obtendo f'(z,y) = 2.

Ezemplo: Calcular a derivada primeira em relagao a x e a derivada primeira em relagao a y da fungao
f(z,y) = y’cos(22):

Para tal, usa-se o comando diff (y~3*cos(2*x),x,1,y,1); obtendo f'(x,y) = —6sin(2x)y>

Exercicio: Calcular as derivadas parciais das fungoes indicadas:

a) f(z,y) = 2%sin(3y), derivada primeira em relacio & y e derivada segunda em relacio & ;
b) f(z,2) = 2*2coz( 296) derivada segunda em relagdo a z e derivada primeira em relagéo & x;
c) flz,y) = , derivada primeira em relagio & y e derivada primeira em relagio a x;

d) fy,2) = 17y‘322 derivada segunda em relacao a z e derivada segunda em relagao a y.

9.1 Interpretagcao Geométrica da Derivada

Uma ideia do significado geométrico da derivada de uma fungao pode ser observada ao plotar o campo
de direcoes de uma fungao. Para isso, inicialmente devemos carregar o comando load(plotdf) ; e entao
plotar plotdf (£’ (x)) ;.

Ezemplo: Calcular a derivada primeira de f(z) = 2

e a seguir plotar o seu campo de direcoes.
Primeiramente, usa-se o comando diff(x~2,x,1); e obtém-se f/'(z) = 2z. Em seguida, plota-se o

campo de diregoes com o comando plotdf (%) ; , que retornara:
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Observa-se que, ao clicar sobre um determinado ponto no grafico, aparecera a curva que passa pelo

ponto, que é exatamente uma parabola.
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9.2 Maximos e Minimos

Para determinar os pontos de maximo e minimo de uma funcao, inicialmente é necessario encontrar
0s pontos criticos da fungdo. Apds, analisar se sdo de fato, ponto de méximo, de minimo ou nenhum dos
dois.

Existem dois teoremas do Célculo que sdo essenciais nesta tarefa.

TEOREMA DA DERIVADA PRIMEIRA

Seja f uma fungao continua num intervalo fechado [a,b], que possui derivada em todo ponto do inter-
valo aberto (a, b), exceto possivelmente num ponto c.

i) Se f'(x) > 0 para todo z < c e f/'(z) < 0 para todo x > ¢ , entdo f tem um méaximo relativo em c.

ii) Se f'(x) < 0 para todo z < c e f'(x) > 0 para todo > ¢, entdo f tem um minimo relativo em c.
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Pode-se utilizar o WxMazima como ferramenta para encontrar os maximos e minimos de uma funcao.

Exemplo:  Obter os pontos de méximo e minimo relativos da funcio f(z) = z* — 423 + 422.

Primeiro, calcula-se f’(z) , com o comando: diff(x~4-4*x~3+4*x"2,x,1);, obtendo-se f'(z) =
42% — 1272 + 8z .

A seguir, resolve-se a equagdo f'(z) = 0 através do comando solve([4*x~3-12*x"2+8*x], [x]);,
obtendo x1 =0, 22 = 1 e x3 = 2 0s quais s@o os pontos criticos de f(z) .

Seguindo uma analise pelo teorema acima tem-se que: para x < 0 e
l<z<?2 f(x)<0.Para0 <z <lexz>2tem-se f/(x) > 0. Assim, pelo Teste da derivada primeira,
conclui-se que f(z) tem um médximo relativo em 9 = 1 e dois minimos relativos em 1 =0 e z3 = 2 .

Para melhor visualizagao, constréi-se o grafico da f(x) e observa-se o méximo e minimos relativos.

Utilizando-se do comando wxplot2d ([x~4-4*x~3+4*x"~2], [x,-7,7], [y,-7,71);, obtém-se:
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Exercicio: Calcular a derivada primeira e encontrar os maximos e minimos relativos, se existirem,

sendo as fungoes:

b) g(z) = —922 + 14z + 15

TEOREMA DA DERIVADA SEGUNDA

Seja f uma fungao continua em um intervalo [a,b] e derivdvel em (a, b). Além disso, seja ¢ um ponto
critico de f no intervalo (a, b), isto é, f/(¢) = 0 tal que f admite a derivada segunda em (a, b), entéo:
i) Se f"(c) <0, f tem um valor maximo relativo em c.

ii) Se f”(¢) > 0, f tem um valor minimo relativo em c.
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Exemplo: Obter os maximos e minimos relativos de f(z) = —2® — 32% + 9z + 5, aplicando o teste

da derivada segunda.

Primeiro, calcula-se f’(z) através do comando diff(-x"3-3*x"2+9%x-5,x,1); obtendo f/(z) =
—32% — 62 + 9. A seguir, obtém-se f”’(x) pelo comando diff (-x~3-3%x"2+9%x-5,x%,2) ;0 qual retorna
f"(x) = —62—6 .

Resolve-se a equacdo f'(x) = 0, com o comando solve([-3*x~2-6%x+9], [x]);, obtendo assim

x1 =—-3exy=1. Como f”(—3) =12 > 0 segue que 1 = —3 é um ponto de minimo relativo de f(x).
Seu valor minimo relativo em z; é dado por f(—3) = —32.
Analogamente como f”(1) = —12 < 0 segue que 2 = 1 é um ponto de maximo relativo de f(z). Seu

valor méximo relativo em z é dado por f(1) = 0.

Para melhor visualizagao, constréi-se o gréfico da f(x) e observa-se o maximo e minimo relativo.

Através do comando wxplot2d ([-x"3-3*x"2+9%x-5], [x,-10,10], [y,-35,35]);, observa-se
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Exercicio: Calcular as derivadas primeira e segunda e, se existirem, encontrar os pontos de maximo

e minimo relativos, sendo as fungoes:

a) f(x) = 2% — 1222 + 452 + 30

b) g(z) = —2® — 922 + 812 — 6
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Capitulo 10
Integrais

10.1 Integral Indefinida ou Definida

Para integrar uma funcao usa-se o comando integrate(f,x);, onde f é a funcdo e = a varidvel em
relagao a que deseja integrar.
Usa-se o comando acima quando se quer uma integral indefinida. Caso queira uma integragao definida

usa-se o comando integrate(f,x,a,b);, onde a e b sao os limites de integracao.
Exemplos: Integrar as fungoes abaixo:

a) f(zr)=2°+4

4
T
Para tanto, utiliza-se o comando integrate(x~3+4,x); e obtém-se T +4x .

b) gla) = a* — 292

Observa-se que neste caso integra-se em relagao a y. Utilizando-se do comando integrate (x"4-2xy~2,y) ;,

2 3
obtém-se zty — l.
3

c) h(r) =2%—2x+3
. . , - ) 7
Para isso, utiliza-se o comando integrate(x~2-2*x+3,x,1,2);, e obtém-se como resposta 3
Observagao: E preciso tomar cuidado ao inserir o comando de integragao no WzMazima, se algum
elemento do comando estiver incorreto, o software devolve a integral na forma substantiva, como no

exemplo abaixo.

Exemplo: Efetuar a integral abaixo:
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tgxdx

.AHH,,;H

Inserindo-se o comando integrate (tg(x) ,x,%pi/4,%pi/-4);, o WzMazima ira retornar:

tgxdx

*‘"‘%p‘!‘

Para resolver esta integral, o comando correto é integrate(tan(x),x,%pi/4,%pi/-4); e assim

obtém-se como resultado zero.

Exercicio: Calcular as integrais indefinidas:

1

b) [ba?zdx

10.2 Calculando Areas com Integrais Definidas

Segundo o Teorema Fundamental do Célculo, se y = f(z) é uma fungéo continua no intervalo [a,b], e
F'(z) = f(x), isto é, F(x) é uma primitiva ou anti-derivada de f(x), entao:
b
[ f(@)de = F()|; = F(b) - F(a)

a

Exemplo: Usar a integracao para calcular a area da regiao delimitada pelo eixo x e pela fungao

f(z) = 2% | no intervalo [-2,3].

Inicialmente, plota-se o grafico da func¢ao a fim de visualizar geometricamente a area a ser calculada.
Para isso utiliza-se o comando wximplicit_plot([x=-2,x=3,y-x"2=0], [x,-5,5],[y,-2,10]); e

obtém-se:

10

4 i3 0 2 4

. , 35 . .
No WzMazima, usando o comando integrate(x~2, x, -2, 3);, obtém-se 3 ou seja, a area desta

35
regiao é 3 unidades de area.
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Observagao: Existem alguns casos em que a integral nao existe, entao, ao tentar calculd-la no Wz-

Mazxima, ele ird apresentar uma mensagem com o respectivo aviso.

Exemplo: Integrar a funcao abaixo, nos respectivos intervalos:
1
f(z) = TE [1,00); x €0,1]
Incialmente calcula-se a integral no intervalo de = € [1,00). Para tanto, utiliza-se o comando
integrate(1/x,x,1,inf);, obtendo-se como resposta o seguinte aviso: defint: integral is diver-

gent.

Posteriormente, calcula-se a integral no intervalo de [0, 1]. Para isto, utiliza-se o comando integrate(1/x,x,0,1);,

obtendo-se assim, o seguinte aviso como resposta: defint: integral is divergent.

Exercicio: Usar a integragao para calcular a area das regioes delimitadas pelo eixo x e pelas seguintes

fungoes:
a) f(r) =2*+1, v € [-3,5)

b) g(z) = %, x € [1,00)

c) h(r) =23 +4x+5, x €[0,1]; x € [-9,1]

d) t(z) =22, z €[-2,2]

10.3 Area de uma Regiao Delimitada por duas Funcoes

Considerando-se f e g fungbes continuas em um intervalo [a, b], tais que g(z) > f(z) > 0, ou seja, os
graficos de f e g estao acima do eixo x e ainda o grafico de g estd acima do grafico de f. Considerando,
por exemplo, f(x) = 22 e g(z) = /T e observando a figura abaixo. Como encontrar o valor da drea da

regiao que estd entre as fungoes g e f7

) —
25 L sart(x) ———
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E possivel observar que a area procurada pode ser obtida descontando a area da regiao sob o gréfico

da g, da drea da regido sob o grafico da f. Em outras palavras, em termos de integrais tem-se:

b b
A= [g(x)dz — [ f(z)dz

a

No caso do exemplo em particular, tem-se:
1 1
A= [zde — [z?dz
0 0
Exemplo: Calcular a drea da regido delimitada pelos graficos das fungoes f(z) =2 — 22 e g(z) = x

No WxMazima, a visualizagao desta regiao pode ser obtida pelo comando wxplot2d([x,2 -x~2], [x,-3,3],

[y,-3,31);.

3 .
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Primeiramente, usando o comando solve([2-x"2=x], [x]);, encontra-se x = —2 e x = 1, que sao

os valores de x onde as fungoes se interceptam. Para encontrar a area procurada usa-se o comando

integrate(2-x"2, x, -2, 1) - integrate(x, x, -2, 1);, encontrando assim a area igual a gu.a.
Exercicio: Calcular a area da regiao delimitada pelo gréafico das fungoes indicadas:
a) flx)=2%2—4deg(r)=4—2°
b) h(z) =22 e j(x) =22 +5

c) 2(z) = -2 +3et(x) =3xv+4
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Capitulo 11

Equacoes Diferenciais

Uma equagao diferencial ordinaria é uma equacao que contém uma varidvel dependente e sua
derivada em relacao a uma variavel independente. Um exemplo é:

dy
— +2y = te
dt+ Y e

onde y ¢é a variavel dependente e t é a variavel independente. Note que % =q.

As equacées diferenciais ordinarias sao divididas em varias classificagoes, dentre as quais esta a
ordem, que é definida pela derivada de maior grau encontrada na equacao.

No WzMazima resolvem-se equacoes diferenciais ordinarias de primeira e de segunda ordem,
utilizando-se o comando ode2(equagao, varidvel dependente, varidvel independente);.

Esse comando examina a equacao e aplica varios métodos de solucao até encontrar a solucao geral
e, entao a retorna na forma explicita ou implicita, mas se nenhuma solugao for encontrada entao retorna
false. Na solugdo aparecem as constantes de integracdo, as quais sdo denotadas por %c para solugoes
de equagbes de primeira ordem e %kl e %k2, respectivamente, para equacoes de segunda ordem. Para
descobrir qual o método utilizado pelo WaMaxima na resolugao da equagao basta utilizar o comando
method;.

Em algumas equagoes, faz-se necessario o uso de um fator integrante para a resolugao, como é
o caso de algumas equagbes exatas. O comando intfactor; verifica se este fator foi usado e retorna o
mesmo, mas se nenhum fator integrante foi usado, retorna false.

Uma equagao diferencial ordinaria de ordem n acompanhada de n condigoes, em um mesmo valor

da variavel independente, forma um problema de valor inicial — PVI. Um exemplo de PVI é:

Wy oy =te2
y(1) =0
Para resolver um PVI no WzMazxima, os comandos variam conforme a ordem da equagao. Para
problemas relacionados a equagoes de primeira ordem usa-se o comando: icl(solugao, valor inicial da

variavel independente, valor inicial da varidvel dependente);.
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Observagao: Se a ordem das variaveis dependente e independente for trocada no comando acima,

o WzMazima retornard a mesma resposta.

Exemplo: Resolver o PVI acima e verificar o método utilizado e o fator integrante.
Primeiramente para resolver a equagao deve—se usar o comando ode2('dif f(y,t) + 2 x y = tx*

%el =2 4. t); que retornara:
y= (% + %c)%e 2t

Para descobrir qual método foi utilizado, digita-se o comando method;, que retornara linear, e
para descobrir se teve o uso de fator integrante utiliza-se intfactor; que retornard false.

Para resolver o PVI, utiliza-se o comando ic1(%o1,t=1,y=0);, onde o (%o01) referencia a solugao
da equagdo. A fim de comparagao usa-se o comando ic1(%o01,ty=0,t=1); e observa-se que o WaMazima

retorna o mesmo valor.

11.1 Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

Equagoes diferenciais de primeira ordem sao do tipo

Para estas equagoes existem varios métodos de resolucao. Estes sao aplicados a subclasses distintas
de equacoes, entre elas estao as equagoes lineares, as equagoes separaveis e as equagoes exatas.
Para equagoes de primeiro grau, ao utilizar o comando method; este poderd retornar linear,

separable e exact, que indicam que a equagao foi tratada como linear, separavel e exata, respectivamente.

11.1.1 Equacgoes Lineares
Sao equacgoes do tipo

Fp(t)y(t) = a(t)

onde p e ¢ sdo fungoes continuas. Se ¢(t) = 0 entdo a equacdo é dita homogénea, caso contrario é nao

homogénea.

Exemplo: Resolver o seguinte problema de valor inicial, explorando o método de resolugao e o
fator integrante.
tW 4oy =12 —t+1
y(1)=3,t>0
Primeiramente para resolver a equagio deve-se usar o comando ode2(t ' dif f(y,t) + 2*xy =
t?> —t + 1,9,t);. Em seguida os comandos method; e intfactor; para descobrir o método e o fator
integrante, se este existir.
Para resolver o PVI, utiliza-se o comando ic1(%o1,t=1,y=1/2); onde o (%ol) referencia a

solucao da equagao.
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11.1.2 Equacgoes Separaveis
Sao equagoes da forma
M(t)+ N(y)% =0

onde a fungao M depende apenas da varidvel independente e a funcao N depende somente da variavel

dependente, sendo assim, essa equagao pode ser escrita como
M(t)dt = N(y)dy

Exemplo: Resolva o seguinte PVI:

dy _ 1-2t
dt — oy
y(1) =-2

Primeiramente usa-se o comando ode2('dif f(y,t) = (1 — 2 xt)/y,y,t); para resolver a equagao.
Em seguida, usam-se os comandos method; e intfactor; para descobrir o método e o fator integrante,
se este existir.

Para a resolucao do PVI, utiliza-se o comando ic1(%o01,y=-2,t=1); onde o (%o01) faz referéncia

a solugao da equagao.

11.1.3 Equacoes Exatas
Dizemos que uma equacao da forma
M(t.y) + N(t,y) % =0
é exata se pode ser escrita como
My (t,y) = Ne(t,y).

Nem sempre a equagao diferencial estd na forma exata, mas pode-se encontrar essa forma multi-

plicando a equacao por um determinado fator integrante.

Exemplo: Resolva a equagao abaixo e encontre o fator integrante.

Bty +y?) + (2 +ty)% =0

Primeiramente, resolve-se a equagao utilizando o comando ode2((3xtxy-+y?)+(t2+txy)¥'dif f(y,t) =
0,y,t);. Em seguida, usam-se os comandos method; e intfactor; para descobrir o método e o fator in-
tegrante, se este existir. Para resolver o PVI, utiliza-se o comando ic1(%o1,t=1,y=0); onde o (%ol)

refere-se a solucao da equagao.

Exercicio: Resolva com o auxilio do software WzMazima as seguintes equagoes:

a)y —2ty=t
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2

c) (2t +y*+2tyy =0

Wl

Y+ 5y = 3e
y(0) =1

e) ty + 2y = 4t2

Yy = 3t2+4t42
f) 2(y—1

y(0) = -1

g) y+ (2t —ye’)y’ -0

11.2 Equacgoes Diferenciais de Segunda Ordem

Equagoes diferenciais de segunda ordem sao aquelas em que a derivada de maior ordem € a derivada

segunda, sendo expressas da seguinte forma:

d?y dy
Z 9 t i
oA Gt

Um problema de valor inicial relacionado a uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem

deve possuir duas condigoes iniciais, associadas ao mesmo valor da varidvel independente. Por exemplo:

Py L dy

- J il Y =
T3 Tho+6Y =0
y(0) =2

y'(0) =3

Esse tipo de equactes também possui vérias subdivises e, consequentemente, possui diferentes
métodos de resolugoes. Para a resolugdo de PVI, o comando a usar é ic2(solugao, valor inicial da
variavel independente, valor inicial da variavel dependente, valor da primeira derivada da

varidvel independente).

Exemplo: Resolva o PVI acima.

Para a resolucao da equagao diferencial utiliza-se o comando ode2('dif f(y,t,2) + 5" dif f(y,t) +
6y = 0,y,t); e para resolugdo do PVI o comando ic2(%ol,t = 0,y = 2,/dif f(y,t) = 3); onde (%o1)
faz referéncia a solucao da equacgao diferencial. Além disso, usam-se os comandos method; e intfactor;

para verificar o método e o fator integrante usados.

11.2.1 Equacoes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Sao equacgoes da forma ay” + by’ +c¢ =0, onde a, b e ¢ sdo constantes.
Na resolugao destas equagodes encontram-se duas raizes que podem ser reais iguais, reais distintas

ou complexas. Porém no WaxMazima essa distingao nao é feita, o comando method; sempre retornara
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constcoeff.

. d’y dy
Exemplo: Usar o WzMazima para resolver Gﬁ —a y=0.
Usa-se o comando ode2(6 «" dif f(y,t,2) =" dif f(y,t) —y = 0,y,t); para a resolucdo da equagao.

E, em seguida, o comando method; para verificar o método usado.

11.2.2 Meétodo de Variacao de Parametros para Equagcoes Nao Homogéneas

Considerando p(t), ¢(t) e g(t) fungdes continuas num determinado intervalo, as equagdes nao

homogéneas sao da forma:

y" +pt)y +q(t)y = g(t)

Além disso, toda equagdo nao homogénea possui uma equagdo homogénea associada.

Para a resolugao de equagoes nao homogéneas existem dois métodos mais conhecidos: o método dos
coeficientes indeterminados e o método de variagao de parametros. Porém o WzMaxima nao incorporou o
primeiro método, resolvendo assim as equagoes de segunda ordem nao homogéneas somente pelo método
de variacao de parametros, o qual é mais geral.

Os comandos utilizados sdo os mesmos vistos anteriormente. O comando method; retorna varia-

tionofparameters.

Exemplo: Resolver a equagao abaixo com o auxilio do WxMaxima:

Py L dy
S s AT v
a Car

Utiliza-se o comando ode2('dif f(y,t,2) — 3 %" dif f(y,t) — 4 xy = 3% %e(2 x t), y,t); para resolucio
da equagdo e o comando ic2(%ol,t = 0,y = —4,' dif f(y,t) = 1); para a resolu¢ao do PVI. Em seguida,

utiliza-se o comando method; para encontrar o método utilizado.

Exercicio: Utilizar o WaMazxima para resolver:
a)y"+y' +5y=0
b)y" +2 +y=0

16y" — 8y’ + 145y =0
) ¥(0)=-2

y'(0) =1

Yy’ — 3y — 4y = 2sen(t)
d) ¢ y(0)=—4

y'(0) =2
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11.3 Campos de Direcoes

Existem equagtes diferenciais em que é impossivel determinar a solucdo analitica. Nesses casos,
deve-se recorrer ao estudo qualitativo dessas equagoes, desenhando um campo de direcoes nas dimensoes
x e y. No caso em que as solugoes analiticas sao possiveis, o campo de direcoes ajuda a visualizar o tipo
de solugao.

Para plotar o campo de diregdes, primeiramente deve-se carregar o comando load (plotdf); e entéao
plotar o comando plotdf(f’(x)); onde f’(x) é a derivada da equacao diferencial. Para encontrar uma
trajetdria especifica, usa-se o comando plotdf (f’'(x), [trajectory_at,a,bl); onde a e b sdo as coordenadas

do ponto onde a trajetéria passa.

Exemplo: Obter o campo de diregoes da equagao diferencial % =t—y?, e atrajetéria da solucao

que passa por (-1,3).
Observa-se que a equagao diferencial ndo tem solugao analitica, pois retorna false ao ser usado
o comando ode2('dif f(y,t) = t — y*,y,t);. Entdo, deve-se calcular a derivada através do comando
dif f(t — y?,y); e, posteriormente, plotar o campo de direcdes da equagdo. Para isso, carrega-se o co-
mando load(plotdf);, e em seguida, usa-se o comando plotdf (%02, [trajectory-at, —1, 3]); para tracar o

campo de diregoes e a trajetdria pedida. O qual retornara:
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Exercicio: Plotar o campo de diregao das equagoes diferenciais abaixo:
a) (2t+y )+2tyy’ =0
)y t ,comy # +1
c)y — 2ty —y t
d) ty' + 2y = 4t>
e) y+ (2tye)y’ =0

=)
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