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1. Introducao

Este minicurso foi desenvolvido pelos integrantes do Grupo PET Matematica
- Programa de Educacao Tutorial - Angela Mallmann Wendt, Eduardo Buriol de
Oliveira, Laura Dalmolin e Luana Kuister Xavier, sob orientacdo do Professor Tutor
Antonio Carlos Lyrio Bidel, como uma proposta de qualificar a formacao de
bolsistas e académicos na utilizagdo de novas tecnologias aplicadas ao ensino e
aprendizagem da matematica.

O GeoGebra é um software de geometria dinamica livre, que permite a
construgdo de diversos objetos geométricos, como pontos, vetores, segmentos,
retas, secgdes conicas, graficos representativos de fungoes e curvas parametrizadas;
os quais podem ser modificados dinamicamente. Os valores e coordenadas podem
ser introduzidas diretamente com o teclado, além da vantagem de podermos
trabalhar utilizando varidveis vinculadas a nimeros, vetores e pontos. Além disto, o
GeoGebra nos permite determinar derivadas e integrais de inGmeras funcoes, além
de oferecer um conjunto de comandos relacionados com analise matematica,
algebra, algebra linear, geometria analitica, entre outros.

Esta apostila contempla de forma sucinta e introdutéria os principais recursos
do GeoGebra, uma vez que serve de apoio didatico para um minicurso de curta

duracao.



2. Instalacao do Software

O GeoGebra é um software livre, e para adquiri-lo deve-se proceder da

seguinte maneira:

1. Acesse a pagina do grupo PET Matematica: www.ufsm.br/petmatematica;

2. Acesse a opgao Downloads. Fazendo isto, aparecerao os programas disponiveis
para download na péagina do grupo. Escolha a opgao GeoGebra. Fazendo isso vocé

sera remetido a pégina oficial do GeoGebra;

3. Ao acessar a pagina inicial do GeoGebra, clique em Download;

4. Clique na opcao Instalacao Off-line. Ao fazer isso serd feito o download do

programa na sua versao mais atual.

Observacao: Caso seu computador ndo possua o programa Java, outra pagina sera
aberta solicitando a instalagdo do mesmo. Nesta pagina, basta fazer o download e
entdo o GeoGebra sera instalado no seu computador; e um icone sera criado na

area de trabalho.


http://www.ufsm.br/petmatematica

3. Apresentacao do Software

Ao inicializar o GeoGebra abre-se uma janela, cuja a interface é composta
por uma barra de menus, uma barra de ferramentas, a janela de algebra, a janela de
visualizagdo, o campo de entrada de texto, um menu de comandos e o menu de

simbolos.
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Figura 1: Interface do GeoGebra

3.1. Janela Geométrica

A janela geométrica, janela de visualizagdo ou zona gréfica, mostra a
representacao grafica de pontos, vetores, segmentos, poligonos, fungoes, retas e
conicas, que podem ser introduzidos diretamente na janela geométrica ou através
da entrada de texto. Ao passar o mouse sobre algum desses objetos, aparece sua

respectiva descricao.

* Barra de Menus: A Barra de menus fica na parte superior da zona gréfica, e é
composta pelas opgoes: Arquivo, Editar, Exibir, Disposicbes, Op¢oes, Ferramentas,

Janela e Ajuda.

* Barra de Ferramentas: A Barra de Ferramentas, onde se encontram as
ferramentas que auxiliam na construcao dos objetos matemdticos. Ao selecionar
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uma destas ferramentas, uma breve descricao sobre seu uso aparecerd a direita da

barra de ferramentas.

* Personalizando a Janela de Visualizacao: Para personalizar a janela de
visualizagdo, basta clicar com o botao direito do mouse sobre a janela geométrica e
em seguida no item Janela de Visualizagdo. Além de personalizar os eixos
coordenados e a malha, podemos, por exemplo, alterar o estilo da linha, as
unidades e a cor dos eixos coordenados, e a cor de fundo. Note que também
podemos personalizar cada um dos eixos individualmente, clicando em "EixoX" ou
"EixoY". Além disso, podemos alterar a cor e o estilo das linhas da malha, e alterar a

distincia entre as linhas.

* Observacao: Utilizando o menu Exibir, podemos personalizar a interface do
Programa, podendo-se, por exemplo, exibir/esconder diferentes elementos da
mesma, como por exemplo, a janela algébrica, a barra de ferramentas, os eixos
coordenados, a malha, entre outras opgdes. Para isso, basta marcar/desmarcar o

item desejado no menu exibir.

J_ Eixos

HE Malha

v Janela de Algebra Ctrl+Shift+A
Planilha Ctrl+Shift+5

¥ Janela de Visualizagio Ctrl+Shift+1
Janela de Visualizacdo 2 Ctrl+5hift+2
Protocolo de Construgio Ctrl+Shift+L
Teclado
Campo de Entrada 3
Barra de Ferramentas 4
Barra de Navegacio para Passos da Construcio 4

@ Atualizar Janelas Ctrl+F
Recalcular Todos os Objetos Cirl+R

Figura 2: Menu Exibir

3.2. Janela Algébrica

A janela algébrica mostra informagoes como valores, coordenadas ou
equagodes de objetos livres ou dependentes que podem (ou ndo) estar visiveis na

zona gréfica. Através da janela algébrica (ou da janela geométrica) podemos,
7



também, renomear, alterar as propriedades (no caso dos objetos livres) e/ou

exibir/esconder um objeto da zona gréfica.

3.3. Campo de Entrada de Texto

O campo de entrada de texto (ou entrada de comandos) é usado para

inserir comandos, coordenadas, equacodes e fungdes diretamente através do teclado.

* Menu de Comandos: Para facilitar a insercdo de comandos no campo de
entrada, podemos utilizar a ferramenta ‘Ajuda’, localizada no canto inferior direito,
ao lado do campo de entrada. Esta ferramenta dispde de um menu de comandos
com informagdes para as seguintes opgoes: Funcdes Matemdticas, Todos os
Comandos, Algebra, Conicas, Diagramas, Estatistica, Fungoes e Célculo, GeoGebra,
Geometria, Listas, Légica, Matemdtica Discreta, Otimizagdo, Planilha, Probabilidade,
Programacado, Texto, Transformagées, e Vetores e Matrizes. Deste modo, ao
selecionar um desses itens, aparecera uma caixa de texto com as instrugoes

necessarias para a utilizacdo do comando desejado.

* Menu de Simbolos: O menu de simbolos esta localizado no canto direito do
campo de entrada de texto, e dispde de alguns dos simbolos matematicos mais
freqlientemente utilizados para nomear um objeto ou inserir um comando através

do campo de entrada.

3.4. Barra de Ferramentas

A Barra de Ferramentas do GeoGebra estd dividida em 12 janelas, como

vemos a seguir.

AEIC

7\‘/

Figura 3: Barra de Ferramentas
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Cada uma destas janelas possui vdrias ferramentas. Para visualizar estas
ferramentas, basta clicar sobre a seta no canto do icone, e entao irdo aparecer as
opgoes referentes a estas janelas. Algumas destas ferramentas serdo descritas a

seguir.

3.4.1. Ferramentas da Janela 1

Mover: Esta ferramenta é utilizada para arrastar e mover objetos livres. Ao
selecionar um objeto no modo Mover, pode-se apagar o objeto pressionando a
tecla DELETE, ou entdao mové-lo usando o mouse ou as setas do teclado. Também é

possivel ativar a ferramenta Mover pressionando a tecla ESC.

Rotacdo em Torno de um Ponto: Selecione primeiro o ponto que sera o centro da
rotacdo. Depois, vocé pode rodar objetos livres em torno desse centro, arrastando-

os com o mouse. Note que, a distancia entre os dois objetos permanecerd a mesma.

Gravar para planilha de Calculos: Apds selecionar diversos objetos na Janela de
Visualizacdo, é possivel transportar estas informacoes para a planilha de célculos. Além
disso, vocé pode gravar na planilha de Calculos as alteragoes e variacoes dos valores de

determinados objetos conforme estes forem sendo modificados.

3.4.2. Ferramentas da Janela 2

Novo Ponto: Para criar um novo ponto, selecione esta ferramenta e em seguida
clique na janela geométrica. Clicando em um segmento, reta, poligono, conica,
grafico de fungdo ou curva, vocé pode criar um ponto nesse objeto. Clicando na

intersecao de duas linhas cria-se um ponto de intersegao.

Ponto em Objeto: Esta ferramenta permite criar um ponto dependente de um

objeto. O ponto criado s6 podera ser movido dentro do objeto. Além do mais. Ao
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mover o objeto o ponto criado também se movera. No caso de um poligono, Para
criar um ponto que é fixado a um objeto, clique no botdo da ferramenta e depois
no objeto. Este novo ponto pode ser movido através da ferramenta Mover, mas
apenas dentro do objeto. Para colocar um ponto interior de um circulo ou elipse
serd necessario aumentar a opacidade (transparéncia) destes. Se vocé clicar no
perimetro de um objeto (por exemplo: circulo, elipse, poligono), entao o ponto sera

fixado ao perimetro ao invés do interior.

Vincular/Desvincular Ponto: Para anexar um ponto a um determinado objeto,
primeiro clique em um ponto livre e, em seguida, sobre o objeto para o qual vocé
deseja anexar este ponto. O ponto se tornard dependente e s6 poderd ser movido

dentro do objeto.

Interseccao de Dois Objetos: Os pontos de interseccao de dois objetos podem ser
criados selecionando dois objetos, assim todos os pontos de intersecgdo serao
criados; ou entdo, clicando-se diretamente sobre uma interseccao de duas linhas,

assim apenas um ponto de intersecgao sera criado.

Ponto Médio ou Centro: Com esta ferramenta pode-se obter o ponto médio entre
dois pontos ou de um segmento. Para isso, basta selecionar a ferramenta, e em
seguida clicar em dois pontos ou em um segmento para obter o respectivo ponto
médio. Também pode-se clicar numa secgao conica (por exemplo, circunferéncia)

para criar o respectivo centro.

3.4.3. Ferramentas da Janela 3

Segmento com Comprimento Fixo: Clique num ponto A (que serd o extremo
inicial do segmento), e em seguida, especifique o comprimento desejado no campo

de texto da janela de didlogo que ird aparecer. Sera criado um segmento com o
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comprimento desejado e extremos A e B, o qual podera ser rodado em torno do

ponto inicial A utilizando a ferramenta Mover.

Caminho Poligonal: Com esta ferramenta pode-se criar uma linha poligonal,
selecionando-se todos os pontos (vértices) desejados. A linha poligonal criada serd

fechada ao clicar novamente no vértice inicial.

3.4.4. Ferramentas da Janela 4

Reta Perpendicular: Com esta ferramenta, pode-se construir uma reta
perpendicular a uma reta, semi-reta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono.
Assim, para se criar uma perpendicular, deve-se clicar sobre um ponto e sobre uma
direcdo, que poderd ser definida por qualquer um dos objetos citados

anteriormente.

Reta Paralela: Utilizando esta ferramenta, pode-se construir uma reta paralela a
uma reta, semi-reta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono. Para criar a reta
paralela, basta clicar sobre um ponto e sobre uma diregao, que podera ser definida

por qualquer um dos objetos recentemente citados.

Bissetriz: Através desta ferramenta, podemos definir uma bissetriz selecionando trés
pontos A, B e C, obtendo-se assim a bissetriz do dangulo ABC; ou entao
selecionando-se duas retas, semi-retas vetores, ou segmentos de reta. Neste caso,

serdo determinados todos os angulos existentes entre o par de objetos utilizado.

Reta Tangente: Com esta ferramenta, pode-se construir as retas tangentes a uma
circunferéncia, conica ou funcao, a partir de um determinado ponto. Para isso,
deve-se clicar em um ponto e depois no objeto ao qual a reta (ou retas) serd

tangente.
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Reta de Regressao Linear: Com esta ferramenta, pode-se encontrar a reta que
melhor se ajusta a um conjunto de pontos. Podemos fazer isso criando um
retangulo de selecio que contenha todos os pontos desejados, ou entdo

selecionando uma lista de pontos.

Lugar Geométrico: Esta ferramenta constréi automaticamente o lugar geométrico
determinado pelo movimento de um objeto (ponto, reta, etc) ao longo de uma

trajetoria.

3.4.5. Ferramentas da Janela 5

Poligono: Com esta ferramenta, pode-se construir um poligono irregular com a
quantidade de lados desejada. Para isso, selecione sucessivamente pelo menos trés
pontos, os quais serdao os vértices do poligono, e depois clique no ponto inicial para
fechar o poligono. Note que, a area do poligono construido serd mostrada na janela

de 4lgebra.

Poligono regular: Com esta ferramenta, pode-se construir um poligono regular a
partir de um lado. Selecione dois pontos A e B e especifique o nimero total de
vértices no campo de texto da janela de didlogo que aparece. Isto da-lhe um

poligono regular com n vértices (incluindo A e B).

3.4.6. Ferramentas da Janela 6

Circulo dados Centro e Raio: Com esta ferramenta, podemos construir um circulo
a partir de centro e com comprimento de raio definidos. Para isso, basta clicar na
tela (ou em um ponto), para definir o centro da circunferéncia. Em seguida,
aparecera uma caixa na tela, solicitando a medida do comprimento do raio. Digite

o comprimento desejado e aperte Enter ou clique OK.
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Compasso: Esta ferramenta permite fazer transporte de medidas, ou seja, possui
funcao semelhante a de um compasso. Para usar esta ferramenta, basta clicar em
dois pontos (o que seria equivalente a abrir o compasso na medida deste segmento)
e depois em um terceiro ponto, para onde se quer transportar a medida

selecionada.

Arco circular dados centro e dois pontos: Para construir um arco circular a partir
de um centro e dois pontos, é preciso criar um ponto ou entdo clicar sobre um
ponto ja existente (o0 qual serd o centro do arco circular); e em seguida clique em
mais dois pontos. Se o sentido dos cliques for anti-horario o arco construido sera o
menor arco definido pelos 3 pontos. Se for no sentido horario, serd construido o

maior arco.

Arco Circular Definido por Trés Pontos: Esta ferramenta constréi um arco a partir
de trés pontos que podem (ou ndo) ja estar na janela de visualizagdo. Se os pontos
nao estiverem na janela de visualizagao, basta crid-los com a ferramenta ativada. Se

ja estiverem, ativar a ferramenta e em seguida selecionar os pontos.

Setor circular dados o centro e dois pontos: Esta ferramenta constréi um setor
circular a partir do centro e dois pontos. Para utilizd-la, clique inicialmente sobre o
ponto que serd o centro do arco, e em seguida clique sobre os dois pontos
restantes. Se o sentido dos cliques for anti-horario, serd construido o menor setor

definido pelos trés pontos. Se for no sentido horario, sera construido o maior setor.
Setor circular definido por trés pontos: Para utilizar esta ferramenta, basta clicar

em trés pontos que podem (ou ndo) ja estar na janela geométrica. Se os pontos nao

estiverem na janela de visualizacdo, basta crid-los com a ferramenta ativada.

3.4.7. Ferramentas da Janela 7

Elipse: Para construir uma elipse, basta selecionar dois pontos (que serao os focos

13
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da elipse), e em seguida selecionar um terceiro ponto, o qual pertencera a elipse.

Hipérbole: Para criar uma hipérbole, basta selecionar dois pontos (que serao os
focos da hipérbole). Em seguida, especifique um terceiro ponto, o qual pertencerd a

hipérbole.

Parabola: Para construir uma parabola, basta selecionar um ponto (que pertencera

a parabola) e uma reta, a qual serd a diretriz da pardbola.

Conica definida por cinco pontos: Apés ativar esta ferramenta, selecionando-se
cinco pontos, serd criada a seccao conica que passa por estes pontos. Neste caso, a
secdo cdnica mencionada podera ser uma elipse, hipérbole, pardbola ou
circunferéncia. Note que, se quatro destes pontos forem colineares, a conica nao

serd criada.

3.4.8. Ferramentas da Janela 8

Angulo: Através desta ferramenta, podemos determinar um angulo selecionando
trés pontos ou entdo selecionando duas retas, semi-retas vetores, ou segmentos de
reta. Para determinar o angulo entre os objetos selecionados, deve-se seleciona-los
em ordem, no sentido hordrio. Pode-se, ainda, através desta ferramenta, se
determinar todos os angulos de um poligono, sendo ele regular ou nao. Para isso,

basta ativar a ferramenta e depois selecionar o poligono.

Angulo com amplitude fixa: Com esta ferramenta, a partir de dois pontos, pode-se
construir um angulo com amplitude fixa. Para isso, deve-se clicar nos dois pontos
iniciais, e entdo definir (na janela que se abrird), a medida e o sentido (horario ou

anti-hordrio) do angulo que se deseja criar.

Distancia, comprimento ou perimetro: Esta ferramenta fornece a distancia entre

dois pontos, duas retas, ou entre um ponto e uma reta, mostrando um texto
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dindmico na janela de visualizagao. Além disso, também fornece o comprimento de

um segmento, e o perimetro de um poligono, circunferéncia ou elipse.

Area: Esta ferramenta fornece o valor numérico da drea de um poligono, circulo ou
elipse, mostrando um texto dindmico com o respectivo valor na janela de

visualizacao.

Inclinacao: Esta ferramenta fornece o declive (inclinagdo) de uma reta, e mostra na
janela de visualizagdo um tridngulo retangulo cuja razao entre a medida do cateto
vertical e a medida do cateto horizontal é o valor absoluto da inclinacdo da

respectiva reta.

3.4.9. Ferramentas da Janela 9

Reflexao em Relacdo a uma reta: Esta ferramenta constréi o reflexo de um objeto
(ponto, circulo, reta, poligono, etc.) em relagio a uma reta. Para isso, deve-se

selecionar primeiro o objeto, e depois a reta de reflexao.

Reflexao em Relacao a um ponto: Esta ferramenta constréi o reflexo de um objeto
(ponto, circulo, reta poligono, etc.) em relagdo a um ponto. Para isso, deve se

selecionar primeiro o objeto e, depois o ponto de reflexao.

Rotacao em Torno de um Ponto por um Angulo: Com esta ferramenta, podemos
construir o reflexo de um objeto ao redor de um ponto, em relagio a um
determinado angulo. Para isso, selecione o objeto que pretende rodar, em seguida,
clique num ponto para especificar o centro da rotagdo e, finalmente, insira a
amplitude do angulo da rotagao na janela de didlogo que ird aparecer. Note que,
ao alterar o objeto original, seu reflexo também sera alterado. No entanto, o angulo

de rotagao definido permanecerd o mesmo.
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3.4.10. Ferramentas da Janela 10

Inserir Texto: Com esta ferramenta podemos inserir textos estaticos, dinamicos ou
em LaTeX na janela de visualizacdo. Para isso, deve-se, primeiramente, especificar a
localizacdo do texto clicando em um lugar vazio da janela geométrica; ou entdo
clicar em um ponto, para que o texto criado fique anexado a esse ponto. Em
seguida, aparecera uma janela de didlogo onde pode-se inserir o tipo de texto
pretendido. O Texto Estatico nao depende de nenhum objeto matematico e nao é
afetado por eventuais alteracoes na construcao; o Texto Dinamico contém valores
de objetos que sdao automaticamente adaptados as alteragbes provocadas nesses
objetos; e o Texto Misto é uma combinacao dos anteriores. Além dos tipos de texto
mencionados, também podemos inserir textos e férmulas em LaTex. Para fazer isso,
ative a caixa 'Férmula LaTeX' na janela de didlogo da ferramenta Inserir Texto e
insira o texto e as férmulas desejados. Além disso, podemos selecionar as férmulas e

simbolos desejados clicando na seta ao lado de 'Férmula LaTeX'.

Inserir Imagem: Com esta ferramenta, podemos inserir figuras na janela de
visualizagdo. Ao selecionar esta ferramenta e clicar na janela de visualizagao, abrird
uma caixa onde vocé poderd procurar a figura que deseja inserir na tela. Essa figura

deverd estar no formato jpg, gif, png ou tif.

Inspetor de Funcgdes: Esta ferramenta possibilita uma andlise mais especifica da
funcdo em determinado intervalo, tais como pontos de maximo e minimo, integral,

reta tangente, circulo osculador, etc.

3.4.11. Ferrametas da Janela 11

Controle Deslizante: Para criar um controle deslizante, basta ativar a respectiva
ferramenta e clicar sobre o local desejado na janela geométrica. Feito isto,

aparecerd uma janela onde vocé poderd nomear, especificar o intervalo e
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incremento e alterar as propriedades do controle deslizante. O uso de um controle
deslizante  possibilita causar variagbes em objetos (manualmente ou
automaticamente), podendo também assumir a fungdo de uma varidvel. Esta
varidvel pode estar associada a um objeto matematico, o que permite a transicao
continua entre estados intermedidrios do objeto estudado, destacando os aspectos
invariantes. Além disso, a possibilidade de variar objetos garante o dinamismo nas

representagoes e a manipulacao de conceitos antes abstratos.

Caixa para Exibir/Esconder Objetos: Com esta ferramenta, podemos criar uma
caixa e anexar a esta objetos ja construidos. Desta forma, ao marcar a caixa, os

objetos anexados ficardo visiveis, e ao desmarcé-la, os objetos serdo ocultados.

3.4.12. Ferramentas da Janela 12

Mover Janela de Visualizacao: Com esta ferramenta, pode-se mover o sistema de
eixos, bem como todos os objetos nele contidos, ajustando a érea visivel na Janela
de Visualizagdo. Pode-se, também, alterar a relacdo de escala entre os eixos

coordenados, arrastando cada um deles com o mouse.

Ampliar: Com o auxilio desta ferramenta, ao clicar em qualquer lugar da janela de

visualizagao, podemos ampliar a construcao.

Reduzir: Utilizando esta ferramenta, ao clicar em qualquer lugar da janela de

visualizagdo, podemos reduzir a construcao.

Exibir / Esconder rétulo: Com esta ferramenta, podemos ocultar os rétulos que

estao visiveis nos objetos, além de poder exibir os rétulos que estao ocultos.

Copiar estilo visual: Esta ferramenta permite copiar propriedades visuais (como

cor, tamanho, estilo da linha, entre outros) de um objeto para outro(s). Para fazé-lo,
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primeiro selecione o objeto cujas propriedades pretende copiar, e em seguida,

clique nos objetos que herdarao estas propriedades.

Apagar Objeto: Com esta ferramenta, pode-se apagar qualquer objeto que esteja
visivel na janela geométrica e/ou algébrica. Caso apague um objeto acidentalmente,

utilize o botdo ‘Desfazer’.

4. Nocoes de Geometria Plana

Agora, vamos realizar construgbes geométricas, utilizando algumas das
ferramentas descritas anteriormente, para ilustrar e verificar alguns resultados da

geometria plana.

4.1. Triangulo inscrito em uma semicircunferéncia

Processo de construcao:

Ative a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE SEUS PONTOS e clique em
dois lugares distintos da janela de visualizagao para criar uma circunferéncia c. O

centro serd o ponto A, e B serd um dos pontos da circunferéncia.

Ative a ferramenta RETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS e crie uma reta que passe

pelos pontos A e B.
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Utilizando a ferramenta INTERSEQAO DE DOIS OBJETOS, marque o ponto C de
intersecao da reta com a circunferéncia. Em seguida crie um ponto D sobre a
circunferéncia c. Pressione a tela ESC, e em seguida arraste o ponto recém criado.

Ele devera se movimentar apenas sobre a circunferéncia.

Ative a ferramenta POLIGONO e clique nos pontos B, C, D e B (nesta ordem). Um

poligono serd criado.

Ative a ferramenta ANGULO e clique seguidamente nos pontos C, D e B (nessa
ordem). Ative a ferramenta MOVER e mova o ponto D. Note que a medida do

angulo CDB se mantém, mesmo movendo o ponto D.

4.2. Principais Pontos Notaveis de um Triangulo

4.2.1. Incentro

Da-se o nome de incentro ao ponto de interseccao das bissetrizes de um

triangulo. A seguir, vamos construir o incentro e verificar algumas propriedades.

Processo de Construcao

Ative a ferramenta POLIGONO e clique em trés lugares distintos para formar um
triangulo. Para fechar o triangulo clique novamente no primeiro ponto.
Obviamente, estes pontos ndao podem estar alinhados. Desta forma, um triangulo

com vértices A, B e C sera criado. Ative a ferramenta EXIBIR/ESCONDER ROTULO.
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Ative a ferramenta BISSETRIZ e clique sobre os vértices: A, C e B (nesta ordem).
Posteriormente sobre os vértices C, B e A (nesta ordem). Duas bissetrizes sao criadas

com os nomes d e e.

Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS e crie o ponto D de intersecao

dasretas d e e.

Ative a ferramenta BISSETRIZ e clique nos pontos B, A e C (nesta ordem). Acabamos

de tragar a terceira bissetriz do tridangulo ABC.

Ative a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO, clique sobre as retas d, e e f e apds
pressione. Agora, vamos modificar o nome do ponto D para Incentro, clicando com
o botdo do lado direito do mouse sobre o ponto D e selecionando a opgao

RENOMEAR. Na nova janela que aparecerd, escreva Incentro e clique OK.

Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR, clique no ponto Incentro e no lado ¢ do

triangulo.

Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, clique na reta g e,

posteriormente, no lado ¢ que liga os pontos A e B. Um ponto D serd criado.
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Como nos interessamos apenas no pé da perpendicular (ponto D), podemos
esconder a reta g, usando a ferramenta EXIBIR/IESCONDER OBJETO. Feito isso,

pressione a tela ESC.
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Ative a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE SEUA PONTOS, clique no

ponto Incentro e posteriormente no ponto D. Uma circunferéncia h sera criada.

4.2.2. Circuncentro

Da-se o nome de circuncentro ao ponto onde as mediatrizes dos lados de

um tridngulo se encontram.

Processo de Construcao

Ative a ferramenta POLIGONO e clique em trés lugares distintos para formar um
triangulo. Para fechar o triangulo clique novamente no primeiro ponto.
Obviamente, os pontos ndo podem estar alinhados. Um triangulo com vértices A, B

e C ser4 criado. Ative a ferramenta EXIBIR/ESCONDER ROTULO.

Ative a ferramenta MEDIATRIZ. Clique sobre o lado ¢ para criar a reta d, e em

seguida clique sobre o lado b para criar a reta e.

Selecione a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS e clique sobre as retas d e

e. O ponto D serd criado.
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Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS e crie o ponto D de intersecao

das retas d e e.

Selecione novamente a ferramenta MEDIATRIZ e clique sobre o lado a do triangulo

para criar a reta f.

Ative a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO, clique sobre as retas d, e e f e em
seguida pressione. Agora, vamos modificar o nome do ponto D para Circuncentro,
clicando com o botao do lado direito do mouse sobre o ponto D e selecionando a

opgao renomear. Na nova janela que aparecerd, escreva Circuncentro e clique OK.

Ative a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE SEUS PONTOS, clique no

ponto Incentro e posteriormente no ponto D. Uma circunferéncia h sera criada.

Exercicio 1: Utilizando as ferramentas necessdrias, faga as seguintes construgoes:

a) Construa com régua e compasso o ponto médio do segmento AB.

b) Construa com régua e compasso uma reta s, paralela a reta r e passando

pelo ponto A.

¢) Construa com régua e compasso, o triangulo ABC, sabendo que BC=a,

AC=be( =y.

22



d) Construa com régua e compasso, o triangulo ABC, sabendo que BC=a,

AC=b e AB=c.

e) Seja ABCD um quadrilatero convexo qualquer. Mostre que os pontos

médios de seus lados sao os vértices de um paralelogramo.

4.2.3. Ortocentro

Da-se o nome de ortocentro ao ponto de intersecao das retas suportes das

alturas de um triangulo.

4.2.4. Baricentro

Da-se o nome de baricentro ao ponto de encontro das medianas dos lados
de um tridngulo. Lembrando que, chamamos de mediana o segmento de reta que

une um vértice do tridangulo ao ponto médio do lado oposto a ele.

Exercicio 2: Faga as construgoes do ORTOCENTRO e do BARICENTRO.

4.3. Construcao da Bissetriz de um Angulo

A bissetriz de um angulo, por exemplo, BAC (formado pelas semirretas AB e
AQ), é a semirreta AD tal que: BAD = CAD. Para construir a bissetriz de um angulo
através do GeoGebra, basta selecionar a ferramenta BISSETRIZ e clicar sobre os trés
pontos que determinam o angulo ou sobre as duas semirretas, retas, vetores ou
segmentos que determinam o angulo.

A seguir veremos como realizar a construcao da bissetriz utilizando apenas as

ferramentas SEMIRRETA, INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS E COMPASSO.

Processo de construcao:

Selecione a ferramenta SEMIRRETA e construa duas semirretas AB e AC. Em seguida,

crie um ponto D sobre a semi-reta AB.
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Acione a ferramenta COMPASSO e clique sobre os pontos A e D, determinando
assim o raio AD. Feito isto, clique no ponto A, fazendo assim a construgao da

circunferéncia de centro A e raio AD.

Utilizando a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, construa o ponto E, de

intersegao entre a circunferéncia e a semirreta AC.

Com a ferramenta COMPASSO, construa uma circunferéncia de raio qualquer e
com centro em D. Em seguida, construa outra circunferéncia, com o mesmo raio da

anterior e com centro em E.

Faga a intersecgao das duas circunferéncias, achando os pontos F e G. Em seguida,

construa a semirreta AF = AG, que é a bissetriz do angulo BAC.

Feita a construgdo, determine os angulos CAF e BAF e movimente os pontos B e C,

verificando que sempre teremos CAF = BAF.

Observacao: para deixar a construcdo mais “limpa”, podemos esconder as
circunferéncias e pontos que ndo estdao mais sendo utilizados. Para isso, basta ativar
a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO e clicar sobre os objetos que se quer

esconder.

4.4. Construcao de Triangulos

* Triangulo Equilatero: Um triangulo é dito equilatero quando seus trés lados
possuem a mesma medida.

Processo de construcdo:

Construa um segmento AB, utilizando a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR
DOIS PONTOS.
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Utilizando a ferramenta COMPASSO, crie dois circulos de raio AB: um com centro

em A e outro com centro em B.

Utilizando a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, defina os pontos de

intersecao entre as duas circunferéncias, chamando-os de C e D.

Com a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS, trace os segmentos

AC e BC, construindo assim o tridngulo equilatero ABC.

Para verificar que as medidas dos lados sdo iguais, ative a ferramenta DISTANCIA,
COMPRIMENTO OU PERIMETRO e clique sobre cada um dos lados do triangulo

construido.

Exercicio 3: Sabendo que um triangulo é isdsceles quando dois de seus lados sao
congruentes, e escaleno se os trés lados possuirem medidas diferentes; faga a

construcao destes triangulos.

4.4.1. Altura e Area de um Triangulo

A altura de um triangulo é a distancia entre um vértice e a reta suporte do

lado oposto a esse vértice.

Processo de construgao:
Com a ferramenta POLIGONO, crie um triangulo ABC qualquer.
Agora, vamos construir a altura referente ao vértice C. Para isso, a ferramenta RETA

DEFINIDA POR DOIS PONTOS, vamos tracar a reta que passa pelos pontos A e B.

Note que a mesma serd a reta suporte do lado AB
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Com a ferramenta RETA PERPENDICULAR, crie a reta s, perpendicular a reta criada

anteriormente e que passe pelo C.

Marque o ponto D, de interseccdo entre a reta s e a reta suporte, usando a
ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS. Note que o ponto D é o de pé da

perpendicular (ou, neste caso, pé da altura).

Usando a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO, determine a
medida do segmento CD (que é a altura referente ao lado AB ou ao vértice C), e

também a medida do segmento AB (que é a base do tridngulo ABC).

Veremos agora como usar a altura para calcular a drea de um triangulo, dada pela

formula:

Base X Altura
2

Area =

No campo de entrada digite: Area=(distanciaCD*distanciaAB)/2

Observe que o valor referente a drea do tridngulo aparecera na janela de élgebra.

Também podemos obter a drea do triangulo ativando através da ferramenta drea e
clicando sobre o poligono ABC. Note que ao mover os pontos A, B ou C, a drea do

triangulo também serd alterada.

4.4.2. Teorema de Pitagoras

“O quadrado sobre a hipotenusa de um tridngulo retangulo é igual a soma dos

quadrados sobre os catetos.”

O Teorema acima nos diz que, dado um triangulo retangulo ABC, com
hipotenusa a e catetos b e ¢, temos a? + b% = c%. Nosso proximo objetivo sera

realizar uma construgao que nos ajude a compreender este teorema, sem sua
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demonstragdo formal, mas com o objetivo de visualizar através da construcao que o

teorema é valido.

Processo de Construcao:

Com a ferramenta reta DEFINIDA POR DOIS PONTOS, crie uma reta s, que passe

por dois pontos A e B.

Selecione a ferramenta RETA PERPENDICULAR e crie uma reta que seja

perpendicular a s e passe por A.

Com a ferramenta NOVO PONTO, crie um ponto C, que esteja sobre a reta

perpendicular construida no passo anterior.

Usando a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO, esconda as duas retas, deixando

visiveis apenas os pontos A, B e C. Em seguida, pressione a tecla ESC.

Selecione a ferramenta POLIGONO e clique sobre os pontos A, B, C e A (nesta

ordem), criando assim o tridngulo ABC, retangulo em A.

Com a ferramenta POLIGONO REGULAR, crie, sobre cada lado do triangulo, um
quadrado com a medida do respectivo lado. Para isso, selecione a ferramenta

poligono regular e clique sobre os pontos C e B, A e C e, por dltimo, B e A.

Em seguida, clique sobre cada um dos quadrados construidos com o botao direito
do mouse e selecione a opcao propriedades. Do lado esquerdo da janela que
abrird, selecione quadrildtero e apds, na guia bdsico, ative a opcao exibir rétulo
(selecione a opgao valor).

Esta construgdo geométrica é uma ilustracdo para o Teorema de Pitdgoras. Agora

movimente os pontos A, B e C e veja o que acontece com o valor de a? e b* + ¢
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4.5. Construcao de Trapézios

Trapézio é um quadrildtero que possui um par de lados opostos paralelos.
Os lados paralelos sao chamados de bases do trapézio, sendo elas: base maior e

base menor, com relacao a suas medidas.

Processo de construcao:

Ative a ferramenta RETA DEFINIDA por dois pontos e clique em dois lugares

distintos da janela de visualizacao, criando assim a reta AB.

Utilizando a ferramenta NOVO PONTO, crie um ponto C, tal que C ndo pertenca a
b reta AB.

Com a ferramenta RETA PARALELA crie uma reta r, paralela a reta AB passando por

— C.
A Crie, sobre r, dois pontos D e E distintos.
*e  Utilizando a ferramenta POLfGONO, crie o poligono ABCDE.

Mova os pontos da construgdo. Note que este poligono é um trapézio, pois, as

bases AB e DE sdo paralelas.

4.5.1. Altura do trapézio
A altura de um trapézio é a distancia entre os dois lados paralelos.

Processo de construcao:

b Utilizando o trapézio da construcdo anterior, ative a ferramenta RETA

I

PERPENDICULAR, e crie uma reta s, perpendicular a reta AB passando por D.
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Com a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, determine o ponto F, de

interseccao entre a reta AB e a reta s. O segmento DF serd a altura do trapézio.

Ative a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO. Clique sobre os

pontos D e F. O valor que aparecera representa a altura do trapézio.

5. Funcoes

5.1. Funcoes Afins

Uma fungao afim é aquela que transforma um nidmero real x em outro

nimero real y, onde y = ax + b, paraalguma, b € Rea # 0.

Processo de Construcao:

Usando o campo de entrada, atribua os valores desejados para os
coeficientes a e b da fungao afim que queremos construir, e em seguida, digite a

expressao a * x + b.

Clique com o botao direito do mouse sobre os

Janela de Algebra
= Objetos Livres

o e Y Twieeon coeficientes a e b que aparecem na janela de algebra, e
Oietos | ‘. Exibir Objeto . - . . . .
v+ Bxtir oo selecione a opcao Exibir Objeto. Assim, dois seletores
[ Copiar para a Linha de Comandos - . . . - .
aparecerao na janela de visualizacdo. Em seguida,
Renomear
A .
é e Clique na ferramenta Mover e altere os valores dos
Propriedades ...

coeficientes. Note que, ao alterar o valor do parametro,

o grafico da fungdo sofre uma translacdo, e ao alterar o parametro a, alteramos o
declive da reta.

Podemos também alterar as propriedades do grafico da fungao, clicando

sobre sua equacao na janela de é&lgebra com o botdo direito do mouse e

selecionando a opcao propriedades. Na guia bdsico, podemos modificar o nome da
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funcao além de sua forma de exibigao e seu rétulo. Na guia cor, podemos alterar a

cor do grafico e na guia estilo podemos alterar a espessura e o estilo da linha.

. : (e - 2
Exercicio: Plote e customize o gréafico da funcao f(x) = ;X + 3.

Observacoes:

1. Para realizar a multiplicagdo, utilizamos o asterisco (*) ou entdo podemos

substitui-lo por um espago em branco.

2. Note que ao inserir uma funcao na entrada de texto, sua equagdo aparecerd na
janela algébrica. Ao clicar com o botao direito do mouse sobre ela, podemos alterar

a sua forma de exibigdao para paramétrica, implicita ou explicita.

5.1.1. Analisando uma Funcao Afim

¢ Funcao restrita a um intervalo

Para restringir uma fungao a um intervalo [a, b], digitamos no campo de
entrada:
Funcdo[ <Fungao>,<Valor de x Inicial >, <Valor de x Final>].
Apbs pressionar ENTER, o GeoGebra fornece a parte do gréfico da funcao

compreendida entre o intervalo desejado.

e Analisar se um ponto pertence ou nao ao grafico da funcao

Podemos analisar se um ponto pertence ou nao ao grafico de uma fungao
digitando no campo de entrada o comando Relagcao[<Objeto>,<Objeto ]. Ao
utilizar este comando, aparecerd uma janela com as informagoes da relagao entre

os dois objetos selecionados.
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e Zero da Funcao

Podemos determinar a raiz de uma funcao em certo intervalo é através do
comando Raiz[ <funcao>, <valor de x inicial>, <valor de x final>]. Outra forma de
obter os zeros de uma funcao é ativando a ferramenta Intersecao de dois objetos e

marcando a intersecao da reta (grafico da fungao) com o Eixo x.

Observacao: Podemos também, alterar o rétulo do novo ponto, clicando sobre ele
com o botao direito do mouse e selecionando a opgao renomear. Selecionando a
opgao propriedades, na guia basico, podemos mudar o estilo do rétulo, alterando,

por exemplo, para exibir o nome e valor do objeto selecionado.

e Funcao crescente e decrescente

Uma funcdo é crescente em um intervalo [a, b] se X, < x, e f(x;) < f(x,) para
quaisquer X,, X, pertencentes ao intervalo; e é decrescente se x, < x, e f(x;) > f(x,)
para quaisquer x,, X, pertencentes a este intervalo.

Em outras palavras, uma funcdo é crescente, se na medida em que
aumentarmos o valor de x, entdo f(x) também aumenta e, é decrescente se, na

medida em que aumentarmos o valor de x, f(x) diminui.

Processo de construcao:

Inicialmente atribuimos valores para as varidveis a e b, através do campo de
entrada. Logo apds, inserimos a expressao a * x + b. Movimente o seletor de a e
perceba a sua relagdo com o fato da fungao ser crescente (a>0), decrescente (a<0)
ou constante (a=0).

Ative a ferramenta Inserir texto, e clique em algum lugar da janela de
visualizagdo onde queira que o texto apareca. Em seguida, escreva a palavra

CRESCENTE. Ative novamente a ferramenta Inserir texto e abaixo da palavra que
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apareceu. Desta vez, escreva DECRESCENTE, e em seguida, repita o processo e

escreva a palavra CONSTANTE, obtendo assim trés textos.

Ep——s = Com o botao direito do mouse, clique com

Objetos

. Basico | Texto | Cor | Pesiga| Avancado | Programagio
& Funglo

T Condicio para Exibir Objeta(s)

R sobre o texto CRESCENTE e selecione a opgao

)b
Texto
2 textol

propriedades. Na janela que aparecerd, selecione

Verde:

Rl

o guia avancado, e escreva a >0 no campo
RGB ~ [x]

camats i3 condicao para exibir objeto.

Descrigio: |Modo Automtico ~

) e Na coluna a esquerda, onde os objetos sao

exibidos, selecione o TEXTO2, que se refere ao texto DECRESCENTE, e no campo
condigdo para exibir objeto, escreva a < 0.

Selecione agora a opgao TEXTO3, referente ao texto CONSTANTE, e escreva no
campo condi¢do para exibir objeto o texto a = 0 e clique em fechar. Em seguida,

varie o parametro a e verifique o que acontecera.

e Estudo do sinal da funcao afim

Através do campo de entrada, atribua valores para a e b, e em seguida digite
a * x + b. Para analisarmos para quais os valores de x, os valores da fungdo serao
positivos ou negativos, basta digitar no campo de entrada f(x) <0, e entdo
aparecerd na janela de visualizagdo a drea em que a funcao assume valores

negativos, e f(x) > 0 para valores positivos.

Exercicios:

1. Em cada uma das fungdes abaixo determine o zero da funcao, e o ponto onde
intercepta o eixo das ordenadas. Além disso, determine se a fungdo é crescente ou
decrescente, e em seguida faga um estudo do seu sinal.

a) f(x) =—-3x+5

b) g(x) =6x —3

c) h(x) = —x+-
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5.2. Funcoes Quadraticas

Uma funcdo quadratica é aquela que transforma um ndmero real x em outro
ndmero real y onde y =ax?+bx+c para algum a, b, ¢ € R com a=# 0.

Trabalharemos com a, b e c sempre como constantes reais.

Processo de construcao:

No campo de entrada, atribua valores para os coeficientes a, b e ¢ da funcao
quadratica que queremos analisar. Observe que na janela de dlgebra aparecem os
seus respectivos valores. Clique com o botdo direito do mouse cada um dos
coeficientes e marque a opgao exibir objetos. Em seguida, digite no campo de

entrada a expressao a * x"2 + b xx + c.

Exemplo: Plote o grafico da fungdo f(x) = 3x* +5x+2.

Para isso, basta digitar a expressao 3x ™~ 2+5x+2 no campo de entrada e pressionar

a tecla ENTER. O grafico dessa fungao terd o seguinte aspecto:

Observacoes:

1. Para verificar o resultado da fungao em um determinado valor, devemos inserir
no campo de entrada atribuimos ao x o valor desejado, digitando este no campo de

entrada.
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2. Para obtermos o valor da fungdao em x = 2, digitamos no campo de entrada
f(2), assim, observamos que o respectivo valor da funcao aparecerd na janela de

algebra.

5.2.1. Analisando uma Funcao Quadratica

¢ Relacao entre o sinal do parametro “a” e a concavidade da Pardbola

Se o coeficiente a for positivo (a > 0), dizemos que & pardbola é convexa
(concavidade voltada para cima), e se o coeficiente a for negativo (a < 0), dizemos

que a pardbola é concava (concavidade voltada para baixo).

Processo de construcao:

Usando a construcdo feita anteriormente, podemos observar a relagao entre
o sinal do parametro a e a concavidade da pardbola. Inicialmente, na janela de
algebra, clique com o botao direito do mouse sobre o a e marque a opgao exibir
objeto. A seguir, selecione a ferramenta mover e modifique o valor do parametro a
no seletor. Faga com que fique positivo e depois negativo, e observe a alteragao na

concavidade da parabola.

¢ Raizes ou zeros da funcao quadratica

O zero de uma funcdo y = f(x) é um nimero X, que faz com que f(x,)=0.
Do ponto de vista grafico, este ponto (x,, 0) é o local onde o grafico da fungao f

intercepta o eixo x.

Processo de construgao:

Ative a ferramenta intersecao de dois objetos e marque a intersecao da parabola
(grafico da funcao) com o Eixo X, clicando sobre os dois objetos. Os pontos serao
rotulados automaticamente, (e podem ser renomeados); e suas coordenadas ficarao

visiveis na janela de dlgebra.
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Podemos também obter as raizes da funcdo quadrdtica f(x) digitando no campo de
entrada: Raiz[f]. Se quisermos obter as raizes a partir de determinado valor,
podemos utilizar o comando Raiz[<Funcao, <Valor de x Inicial>], e se quisermos
determinar as raizes em um intervalo utilizamos o  comando

Raiz[<Funcao>,<Valor de x Inicial >, <Valor de x Final >].

¢ Relacdo entre o sinal de A e o niimero de raizes da funcao quadratica

Denominamos de discriminante de uma fungao quadritica, o nidmero

b% — 4ac, que se representa pela letra grega A (1&-se delta).

Processo de construgao:

No campo de entrada digite: delta= b? — 4 x a x ¢. Com isso, definimos uma
varidvel “delta” que representa o valor numérico da expressio b? — 4ac. Observe

”

que “delta=..."” aparece na janela de élgebra. Podemos alterar o “delta” para A.
Para isso, clique com o botao direito do mouse sobre o “delta” que esta na janela
de élgebra. Selecione renomear e ap6s, na janela que se abrird, procure na barra de

rolagem o A. Depois, clique em OK.

Lembre que, a relacdo entre o sinal do delta e o nimero de raizes da funcao

quadrdtica é a seguinte:

A < 0 > Nao existem raizes reais.
A > 0 > As duas raizes sao nmeros reais e distintos.
A=0 - As duas raizes sdo nimeros reais e iguais; ou seja, a funcdo possui uma

dnica raiz.

e Vértice da parabola

Definimos como vértice da pardbola o ponto (x,, y,) onde a funcao atinge

seu valor maximo ou minimo se esta for concava ou convexa, respectivamente.
Lembrand —Pey-_2
embrando que x,= —ey,=—

a.
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Processo de construgao:

No campo de entrada, digite a expressao x_v=-b/(2*a), e em seguida, a
expressao y_v= -A/(4*a). A seguir, digite no campo de entrada V=(x,,y,). O ponto
V que aparecera na pardbola é chamado de vértice, e podemos obter as suas
coordenadas clicando com o botdo direito do mouse sobre o ponto e alterando o
estilo do rétulo para nome e valor.

Para construir o eixo de simetria, construa a reta perpendicular ao eixo x

passando pelo vértice da pardbola digitando: x=x,,

¢ Estudo do sinal da funcao quadratica

Estudar o sinal de uma funcdo é dizer em quais intervalos esta funcdo possui

imagens positivas e em quais intervalos ela possui imagens negativas.

Processo de construcdo:

No campo de entrada atribua valores as varidveis a, b e ¢, digitando a equagao
a*x ™ 2+b*x+c. Uma pardbola sera criada com o nome “f(x)"".
Digite no campo de entrada: Ponto[EixoX]. Um ponto sobre o EixoX chamado “A”

serd criado.

Ative a opgao mover e movimente o ponto A sobre o Eixo X. Digite no campo de
entrada, Raiz[f] e, com isso, os pontos de intersecdo com o EixoX aparecerao. Eles
serao os pontos B e C. Em seguida, digite no campo de entrada (x(A),f(x(A))). Um
ponto D serd criado sobre a pardbola.

Digite no campo de entrada (0,f(x(A))). Um ponto E serd criado sobre o Eixo Y,
marcando a posicdo da imagem do ndmero real “x(A)”. Em seguida, digite

Segmento[A,D], e ap6s digite Segmento[D, E].

Utilizando a opcao Propriedades, altere o estilo da linha dos segmentos AD e DE
para pontilhada. Para tal, clique com o botdo direito do mouse sobre um desses

segmentos e faca a alteragao mencionada.
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ABC

Em seguida, ative a ferramenta COPIAR ESTILO VISUAL e selecione o segmento com

sua aparéncia modificada e ap6s selecione o outro segmento.

Selecione a ferramenta INSERIR TEXTO e clique préximo ao ponto E, na janela de
visualizacao. Na janela que aparecerd, escreva o texto “IMAGEM POSITIVA” e
clique em OK. Selecione novamente a ferramenta INSERIR TEXTO, e clique
novamente na janela de visualizagdo. Agora, escreva o texto “IMAGEM NEGATIVA”

e clique em OK.

Clique com o botao direito do mouse sobre o texto “IMAGEM POSITIVA” e
selecione a opcao Propriedades. Na janela que aparecerd, clique na guia posicao e
selecione o ponto “’E”". No guia avancado, escreva no campo Condicdo para exibir

objeto o texto y(E)>0.

Selecione o TEXTO2 na coluna da esquerda, referente ao texto “IMAGEM
NEGATIVA”, e na guia Posicao, selecione o ponto “E”, e na guia avancado, escreva
no campo Condicdo para exibir objeto o texto y(E)<0, e em seguida clique em

FECHAR.

Ative a ferramenta MOVER e coloque o texto que criou na posicdo que achar mais
adequada. Mova o ponto “A”, e repare os momentos em que a imagem deixa de

ser positiva e passa a ser negativa, e sua relacdo com as raizes da funcao.

Exercicios:

1. Em cada uma das fungbes quadrdticas abaixo, plote o grafico da fungao,

determine as raizes da funcao, a sua concavidade e o seu vértice.

a) f(x)=3x2+2x+1
b) g(x) =—x?—-3x—4
) h(x)=4x?—4x+1
d i(x)=—x?+5x—3
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5.3. Func¢oes Polinomiais

Uma funcao f é chamada de fungao polinomial se para um ndmero n, inteiro
e nao negativo, temos: f(x) =a,x" +a,,x"" +a,,x"*+....+a,x’+a,x'+a,.
Graficamente, as raizes reais de uma fungao sao os pontos de intersecao de seu
grafico com o eixo dosx. Desse modo, um polindbmio de graun, tem no
maximo n intersecoes com o eixo X.

Através do campo de entrada podemos conhecer além das raizes, os
extremos locais e ponto de inflexdo de uma funcao polinomial, como veremos em

seguida.

Exemplo: Vamos encontrar as raizes da funcao x3 — 2x2 + 1.

Inicialmente digite x73-2x"2+1 no campo de entrada. A funcdo serd
denominada f, e para sua melhor visualizacao iremos mudar o aspecto do seu
grafico através da opcao propriedades, usando a guia cor alteramos a cor do gréfico
para azul e a guia estilo aumentando a espessura da linha para 3.

Usando o comando Raiz[ <Polinbmio>] digitamos no campo de entrada Raiz[f] e
pressionamos ENTER. Assim, surgira no grafico todas as raizes da fungao,

denominados de A, B e C.

5.4. Funcoes Definidas por Partes

Para inserir uma fungdo definida por partes, utilizamos o comando

Se[<Condicao>,<Entao>,<Sendao>].

Exemplo:

Plote o gréfico da fungao f(x) {Sen (x), sex < 4

Vx, sex =>4

Para plotar o grafico desta fungao, basta inserir no campo de entrada o seguinte

comando: Se[x < 4,sin(x) /x].
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Exercicio: Plote o gréfico da funcdo g(x)=

5.5. Alguns comandos e funcoes

cos(x),sex >0
1—x,sex<0’

Podemos inserir outras fungoes e operagoes pré-definidas como vemos na tabela a

seguir:

Operacao Inserir
Fatorial !

Raiz Quadrada sqrt()

Raiz Cubica cbrt()

Funcao Exponencial

exp() ou e*

Logaritmo Natural (base e) In() ou log()

Logaritmo (base 2) Id()
Logaritmo (base 10) lg()
Cosseno cos( )
Seno sin()
Tangente tan()
Secante sec()

Cossecante cosec( )
Cotangente cot( )

Arco-cosseno acos( )
Arco-seno asin( )
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Arco-tangente

atan()

Cosseno hiperbélico cosh()
Seno hiperbdlico sinh()
Tangente hiperbélica tanh()
Secante hiperbélica sech()
Cossecante hiperbélica cosech()
Cotangente hiperbdlica coth()
Arco-cosseno hiperbélico acosh( )
Arco-seno hiperbélico asinh()
Arco-tangente hiperbdlico atanh()
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6. Derivacao e Integracao
6.1. Reta Tangente ao Grafico de uma Funcao

Para tracar a reta tangente ao grafico de uma funcdo f(x) em um
determinado ponto, cuja abscissa mede x = a, devemos inserir no campo de

entrada os seguintes comandos:

f(x) = Fungao que se pretende utilizar
Namero a = E o valor da abscissa no ponto (a, f(a))
P=(a,f(a)) = E o ponto de Tangencia da Reta

t=Tangente[<Valor de x>, <Fungao>] ou t=Tangente[ <Ponto>,<Funcao>]

Exemplo:

1. Trace a reta tangente a fungao f(x) = 2 sen(x) no ponto cuja abscissa vale 3.

Para encontrar a solucdo, devemos inserir os seguintes dados no campo de entrada:

S

f(x) = 2 *siniifx)

w

a=3

P=(af(a) \

t = Tangente[P, f]

Observacoes:

1. Note que na janela de algebra aparecera o valor de a. Clique com o botao

direito do mouse sobre o a e marque a opgao exibir objeto. Assim, vocé poderd
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variar o valor de a e, conseqiientemente, a posicao da reta tangente ao gréfico
utilizando o controle deslizante, que aparecerd no canto superior esquerdo da

janela geométrica.

2. Também podemos criar um controle deslizante para o valor a antes de inserir as
demais informacdes no campo de entrada. Assim, poderemos alterar o intervalo, o

incremento e as demais propriedades antes de construir a reta tangente.

3. Podemos calcular a inclinagdo da reta tangente utilizando a ferramenta

inclinagao, localizada na barra de ferramentas.

6.1.1. Animacao da Reta Tangente

Para animar a reta tangente ao grafico de uma funcao, deve-se clicar com o
botdo direito sobre o controle deslizante, selecionar a opgao Propriedades e entdo,
definir o intervalo, o incremento, a velocidade da animacdo e entdo, clicar em
fechar. Em seguida, deve-se clicar com o botao direito sobre o seletor novamente e

marcar a opgao animar.

Exercicio: Esboce o grafico da fungdo cosseno, e em seguida trace uma reta
tangente ao grafico passando pelo ponto cuja abscissa mede 1. Em seguida,

customize os graficos e anime a reta.

6.2. Derivada

Ap6s inserir uma fungao no campo de entrada, podemos obter sua derivada
através do comando, Derivadalfuncao f|. J& para obter a n-ésima derivada de uma

funcao, utilizamos o comando Derivada[Funcgao f, nimero n].

Observacao: Apos inserir uma funcdo no campo de entrada, também podemos
obter a sua derivada escrevendo f’(x). Para se obter a derivada segunda, escreve-se

f”(x); para a derivada terceira f”’(x); e assim sucessivamente.
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Exemplo:

1. Determine as derivadas primeira e segunda da funcdo f(x) = x3 + 2x2, e

esboce seus graficos.

Exercicios:

10

Primeiramente, devemos introduzir a
funcdo no campo de entrada, inserindo
flx) = x3+ 2%x"2. Em seguida,
calculamos as derivadas solicitadas através

dos seguintes comandos:

* Derivada Primeira: f'(x), de onde
obteremos f'(x) = 3x% + 4x;
* Derivada Segunda: f"'(x), de onde

obteremos f"'(x) = 6x + 4.

~ X . . . .
1. Dada a funcao f(x) = — calcule suas derivadas primeira, segunda, terceira e

quinta; e em seguida, customize os gréficos encontrados.

2. Derive as seguintes fungoes:

a) f(x) =e? +%
b) gx) =In(x+ 1) + cos(x + 1)
c) h(x) = Vx? 4+ 5x

d) i(x) = cos3(x)

6.2.1. A derivada e a Reta tangente

Pela definicao, sabemos que a

derivada representa o coeficiente angular da

reta tangente ao grafico da funcdo y = f(x) em um determinado ponto. Desta
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forma, se quisermos saber o valor da derivada em algum ponto do gréfico de uma
funcao, basta calcular o valor da inclinagao da reta tangente ao grafico neste ponto.

No caso da fungio f(x) = 2sen(x), se quisermos saber f (5), podemos
calcular a inclinacao da reta no ponto cuja abscissa vale 5. Para isso, devemos
alterar o valor de a para a = 5, e em seguida selecionar a ferramenta inclinagdo (na
barra de menus) e depois a reta. Note que, o valor da inclinagao (0,57) serd o

mesmo de f’(5).

6.2.2. Pontos de Inflexao de uma Funcao Polinomial

Para encontrar o ponto de inflexao de um polinémio, basta inserir no campo
de entrada o comando PontoDelnflexao[<Polinbmio>].

Os pontos de inflexao sao, na verdade, os pontos onde a concavidade de uma
determinada funcdo muda; ou seja, é o ponto desta funcdo onde a derivada
segunda troca de sinal. Assim, fungdes polinomiais pares, ndao tém pontos de
inflexao, pois ndo mudam de concavidade, enquanto fungdes polinomiais impares

(a partir do grau 3) possuem ponto de inflexao.

6.2.3. Extremos Relativos de uma Funcao

Para obter os extremos relativos de uma funcdo polinomial, utilizamos o
comando Extremo[<Polinémio>]. Se quisermos obter os extremos de uma funcao
em um determinado intervalo, utilizamos o comando Extremo[<Funcao>,<Valor
Inicial de x>, <Valor Final de x> 1.

Para determinar os maximos e minimos de um determinado intervalo de
uma funcdo, utilizamos os comandos Madaximo[<Funcao>,<Valor de x
Inicial>, <Valor de x Final>] e Minimo[<Funcdo>, <Valor de x Inicial >, <Valor de x

Final>].

44



Exemplo:

1. Dada a fungio g(x) = x* — 4x, encontre os extremos relativos, pontos de

inflexao, e os maximos e minimos no intervalo [-1,2].

Primeiramente, vamos inserir a funcdo no campo de entrada, e em seguida vamos

calcular os itens pedidos.

* PontoDelnflexaolg] =indefinido (a fungao g(x) ndo possui ponto de inflexao, pois é
uma funcao par)

* Extremo[g,—1,2] = (1,-3)

* Méaximol[g, —1,2] = (—1,5)

* Minimo[g,—1,2] = (1,-3)

Exercicios:

1. Encontre os maximos e minimos relativos das fungdes abaixo, nos intervalos

indicados:
a) f(x) =x8+9x3-7x, no intervalo [—1,%]

b) h(x) = In(x + 1) + cos(x + 2) , no intervalo [0,20]

o g(x) =e* 1+ sen(x), no intervalo [—6,1]

2. Determine os pontos de inflexdo das fungoes p(x) = x° + 4x e q(x) = x°.

6.3. Integracao

6.3.1. Integral Indefinida

Uma funcdo F’ é denominada integral indefinida (ou antiderivada) de uma
funcao f num intervalo I se F'(x) = f(x) para todo x pertencente a I.
Para obtermos a integral indefinida de uma fungdo, devemos inserir no campo

de entrada, o comando Integral[ <Funcao>].
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6.3.2. Integral Definida

A integral definida consiste em realizar o cdlculo da integral em um intervalo,

por exemplo, dois pontos x = a e x = b. Neste caso, o valor encontrado para a

integral é numericamente igual ao valor da area delimitada pelo grafico da funcao,
pelas retas x = a e x = b e pelo eixo x.

O comando utilizado para a realizacdo deste calculo é Integrallfuncao

f,ndmero a, nimero b].

Exemplos:

1. Calcule a area compreendida entre o eixo x, a fungdo f(x) = x + 2 e as retas

x=1lex=>5.

Primeiramente, vamos esbogar a regiao mencionada.

A drea desta regido pode ser

. _é‘,,:‘(_,f, representada através da seguinte integral
N definida:
5
+ f (x +2)dx
, 1
2,/
Ve
Para calculd-la, devemos inserir

2 o E] 1 ] [ o

Integral[x+2,1,5], que nos da como

resposta o ndmero 20.

Agora, utilizando a ferramenta INTERSEQAO ENTRE DOIS OBJETOS, defina os
pontos A, B, C, D determinados pela intersecao entre a reta a o eixo x, entre a reta
a e f(x), entre f(x) e a reta b, entre a reta b e o eixo x, respectivamente. Em
seguida, utilizando a ferramenta POLIGONO, construa o Poligono ABCD.
Finalmente, com o auxilio da ferramenta ARFA, determine a area do poligono
construido. Note que, o valor da area do poligono formado pelas retas é igual ao

valor da integral definida que acabamos de calcular.
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2. Calcule fon\/xz + 1 dx.

Devemos inserir no campo de entrada Integral[sqrt(x*2 + 1),0,7], e entdo

obteremos como resultado, o valor 6,11.

Exercicio: Calcule as seguintes integrais:

[Vx2+3
[ cos(2x + 1) + Iniffx + 2)

6.3.3. Somas de Riemann

A Soma de Riemann consiste em realizar o calculo da integral de alguma curva
em um intervalo, por exemplo, dois pontos x,=a e x,=b, através da particao deste
intervalo em n subintervalos (retangulos). A partir do somatério das dareas dos
retangulos encontrados, obteremos uma aproximacao da area compreendida entre
o grafico da funcao e as retas x = a, x = b e o0 eixo x.

Para calcular uma integral através da Soma de Riemann utilizamos o comando
SomaDeRiemannSuperior[<Fungdo>,<Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>,
<Ndmero de Retangulos>] ou entdo SomaDeRiemanninferior[<Funcao>, <Valor

de x Inicial >, <Valor de x Final>, <Ntumero de Retdngulos>].

Exemplo:

1. Utilizando Soma de Riemann, calcule a area sob a curva y = x no intervalo

[0,2].

Inicialmente, vamos esbocar a

regido mencionada.
. b.h
Pela férmula A = —=, sabemos que a

area deste triangulo vale 2. Agora, vamos
tentar uma aproximagao deste valor

através da Soma de Riemann.
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Primeiro, vamos criar um CONTROLE DESLIZANTE R (que representara o
nimero de Retangulos), com incremento 1, no intervalo de 0 a 50. Em seguida,
devemos inserir o texto SomaDeRiemannSuperior[f,0,2,R] no campo de entrada.
Note que podemos variar o nidmero de retangulos através do controle deslizante.
Observe também que, quanto maior é o valor de R, mais préximo de 2 estard o

valor encontrado na Soma de Riemann.

Observacoes:

1. Note que podemos animar a construgao realizada clicando com o botao direito

do mouse sobre o controle deslizante e depois em animar.

2. Para encontrar o nidmero exato da drea de uma curva, basta definir o niimero de
retangulos como sendo infinito. Por exemplo, para o caso anterior, devemos inserir

no campo de entrada o texto SomaDeRiemannSuperior[f, 0,2, c].

Exercicio: Calcule, através da Soma de Riemann, a 4rea das figuras compreendidas

nos casos abaixo; criando um controle deslizante para o nimero de retangulos.

a) f(x) =V4 —x?%,nointervalo [—2,2]

b) g(x) = x? + 2x, no intervalo [0,2]
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