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Equacées lineares

Equacoes lineares

e Equacdes lineares sdo equacdes que envolvem relacdes
algébricas entre variaveis de grau um;

e Graficamente, as equagdes lineares podem ser retas, planos
ou hiperplanos;

e Sistema linear € um conjunto de equa¢des lineares ou
equacdes n3o lineares reduzidas;

e Notacio:

aiix1 + aipxe + ...+ aipxn = bi
anx1 + axnxe + ...+ apxn = b

amiX1 + amex2 + ... + amnXn = bm
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Equacées lineares

Equacoes lineares

e Para alguns casos, é atil apresentar um sistema linear em sua
forma matricial:

a1l aio e dln X1 b1
ap1 &2 ... ap X2 bo
aml am2 .. amn Xn b,
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Equacdes lineares Solucdo de um sistema linear

Solucdao de um sistema linear

A possibilidade de um sistema linear possuir solucdo esta no
posto de seu sistema;

Define-se posto o nimero de linhas ndo-nulas linearmente
independentes de um sistema em forma matricial;

O posto pode ser calculado por escalonamento ou
determinante;

Chama-se p, o posto de uma matriz reduzida e p, o posto de
uma matriz ampliada;
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Equacdes lineares Solucdo de um sistema linear

Solucdao de um sistema linear

e Para o sistema:
aiixXy + apXo + ...+ aipXxn = b1

a1X1 + axnxo + ...+ apxn, = by

am1X1 + amax2 + ... + amnXn = bm

Sistema linear em forma matricial ampliada e forma matricial

reduzida:
a1 a2 ... ain b di1 412 ... din
ani ano e aosn b2 ani ano e azn
aml Am2  --- amn bm aml Am2  --- Amn
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Equacées lineares Solucdo de um sistema linear

Solucdao de um sistema linear

e Um sistema linear podera ser classificado como:

[e] Sistema possivel e determinado: apresentara uma anica
solugdo para cada variavel quando o nimero de incégnitas for
igual ao posto da matriz ampliada e reduzida;

[¢] Sistema possivel e indeterminado: apresentara infinitas
solucBes para para cada incégnita quando o posto da matriz
reduzida for igual da matriz ampliada e diferentes do nimero
de variaveis;

[¢] Sistema impossivel: ndo possui solucdo quando o posto
da matriz ampliada for diferente da matriz reduzida;
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Equacées lineares  Eliminacdo de Gauss

Eliminacao de Gauss

e Possui solucdo exata;

e E 0 método com menor nimero de operacdes, diminuindo
custo computacional;

e Consiste em multiplicar cada equacdo por um namero real
(pivd) para obter um sistema em forma de escada:

anxi+axe+ ...+ ainxn = b
0+ apxo + ...+ agnxp = b2

0+ 0+...4+ apnxn = by
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Equacées lineares  Eliminacdo de Gauss

Eliminacao de Gauss - Exemplo

Resolver o sistema:

Tiago de Souza Farias ()

x1+ xo + x3=3
—2x1+ xo +3x3 =
3X1 — 2X2 — X3 = 9

()]
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Equacées lineares  Eliminacdo de Gauss

Eliminacao de Gauss - Exemplo

e Para eliminar o primeiro coeficiente da segunda equac3o devemos
encontrar um pivd que possa elimina-lo, neste caso, o pivd sera
p=2, que multiplicado pela primeira equacdo e somado a segunda,
obtém-se:

X1 +x+x3=3
Ox1 +3x0 + 5x3 =12
3X1—2X2—X3:9

e As operacdes de pivoteamento continuam sendo realizadas até
chegar em um sistema com formato escada:

X1 + X2 + X3 = 3

Ox1 4+ 3x + 5x3 = 12

0x1 + Oxp + 2x3 =20
e As incégnitas s3o isoladas e aplicadas, obtendo:

-y
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Equacdes lineares  Método de Gauss-Jordan

Método de Gauss-Jordan

e Possui solucdo exata:
o método com maior facilidade em resolucio;

o E
e Consiste em multiplicar cada equacdo por um namero real
(pivd) para obter um sistema em forma de matriz identidade:

= b].

ajixy + 0 +...+

0
0 +apxx +...+ 0

0 + 0 +...+amxn= b,
Solugdo geral:

x; = bi/aji
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Equacdes lineares  Método de Gauss-Jordan

Método de Gauss-Jordan - Exemplo

Resolver o sistema:

xi+x+x3=1
2x1 +x2 +x3 =2
X1 —3x0 —2x3 =4
e Elimina-se os coeficientes do sistema por pivoteamento até
obter a forma diagonalizada:

x1+0x04+0x3 =1
0X1—X2+0X3:—3
Ox1 —0xo —x3 =3

e As incégnitas sdo isoladas e aplicadas, obtendo:
x=[1 3 -3
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Equacées lineares  Iteracdo

Iteracao

e Métodos iterativos sdo processos que buscam uma resposta
aproximada;

e Consiste em aproximar um resultado a partir de uma série de
solucdes para um problema;

e Em geral, através de um método iterativo ha uma economia
em custo computacional;

e A convergéncia para o resultado é obtido pelo nimero de
iteracdes realizadas;

e Se a matriz reduzida for estritamente diagonal dominante por
linhas, entdo a soluc3o serd convergente;

Tiago de Souza Farias () Sistema de equacdes lineares e néo lineare 09 de novembro de 2012 13 /28



Equacdes lineares  Método de Jacobi

Método de Jacobi

e E um método iterativo;

e Consiste em isolar em cada equagido uma incégnita, aplicando
uma aproximac3o inicial arbitraria, obtendo ent3o uma nova
aproximac3o;

e A cada nova aproximac3o, os valores convergem para o
resultado;
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Equacdes lineares  Método de Jacobi

Método de Jacobi - Exemplo

e Resolver o sistema:

4x; +2x0 +x3 =11
2x1 +4xp —3x3 =5
X1+x—x3=3
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Equacdes lineares  Método de Jacobi

Método de Jacobi - Exemplo

e Primeiro isolamos uma inncégnita em cada equacio:

11—-2x5—x:
Xl 217 £X27 X3

5—2x3+3x:
X0 1 3

x3=x1+x—3

e Atribue-se uma aproximac3o inicial ao sistema obtendo uma
nova aproximagdo (primeira iteragdo):

xX*=[0 0 0
xy = 1=2:0=0
Xp = 57220+0
x3=04+0-3

x!=[275 125 -3
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Equacdes lineares  Método de Jacobi

Método de Jacobi - Exemplo

e Aplica-se a nova aproximac3o no sistema, obtendo uma
segunda aproximagdo (segunda iteragdo) e assim
sucessivamente, as iteracdes se tornam cada vez mais precisas
até convergir para o resultado:

x*=[2.87 —2.37 —250]

x3 = [456 —2.06 —0.50]

x*=1[3.90 -1.40 —0.50|

x> =[3.57 —1.07 —0.50]

x0=[341 -0.91 -0.50]

x"=1[333 —0.83 —0.50]

x"=[225 —0.75 —0.50]
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Equacoes lineares Processo de Gauss-Seidel

Processo de Gauss-Seidel

E um método iterativo;

e Converge mais rapido que o método de Jacobi;

e Consiste em isolar em cada equag¢do uma incégnita, aplicando
uma aproximac3io inicial arbitraria na primeira variavel,

e Aplica-se a solu¢do da primeira incégnita nas outras
equacgdes, e entdo repete-se 0 processo;

e A cada nova aproximac3o, os valores convergem para o
resultado;
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Equacées lineares Processo de Gauss-Seidel

Processo de Gauss-Seidel - Exemplo

e Resolver o sistema:

4x; +2x0 +x3 =11
2x1 +4xp —3x3 =5
X1+x—x3=3
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Equacées lineares Processo de Gauss-Seidel

Processo de Gauss-Seidel - Exemplo

e Primeiro isola-se uma varidvel em cada equacio:

11-2x2—x3

X1 = 4
5—2x1+3x3
4

Xy =
X3:X1+X2—3

e Aplica-se uma aproximacdo inicial no sistema para x; e x3 = 0,
obtendo uma nova aproximagdo: x* = [2.75 0 0]
e Aplica-se a nova aproximag3o no sistema, obtendo a segunda
iteracdo:
x?=[275 —237 —2.50]
e O namero de iteracdes para a convergéncia é menor que o método
de Jacobi:
x*=1[290 -0.47 -0.57]
*=1[312 —-0.73 —0.61]
x> =326 —0.74 —0.48]
6=1[325 —0.75 —0.50]
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Equacdes ndo lineares

Equacdes nao lineares

e As equacdes nido lineares sdo equacdes que ndo podem ser

representadas por retas, planos ou hiperplanos;

e Resolver um sistema n3o linear é encontrar a seguinte

soluc3o:
f;l(X17X27 s 7Xn) =0
f-2(X17X27 e >Xn) = O
fo(x1,x2,...,x,) =0
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Equacdes ndo lineares

Método de Newton

e E um método iterativo;

Método de Newton

e Consite em linearizar um sistema n3o linear através da
obtencdo de tangentes em um ponto inicial;

e A matriz dos pontos iterativos sdo obtidos através da
derivacdo do sistema, chamado matriz Jacobiana:

[0A(x(®)  af(x(®)
Ox 8)(%
O (x 0)) Ofx(x 0))

0x1 0x2

8f,,(x(0)) 8f,,(x(0))

0x1 O0xo

Tiago de Souza Farias ()

Of (x©)]
Oxp
afz(x(o))

OXn

6f,,(x(°))

OXn

= J(X(O))
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Equacées nao lineares  Método de Newton

Método de Newton - Exemplo

Resolver o seguinte sistema n3o linear:

xt+x3-9=0
2X12—X2:O
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Equacées nao lineares  Método de Newton

Método de Newton - Exemplo

o Obter a matriz Jacobiana:

(k) (k)
2x. 2x.
1

e Estimar um ponto inicial:
x(0) = 1 1]

e Ao aplicar o ponto inicial no sistema obtemos:

124+12-9=-7
2x12-1=1

Fx©) = [-7 1]
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Equacées nao lineares  Método de Newton

Método de Newton - Exemplo

e Ao aplicar o ponto inicial na matriz Jacobiana obtemos:
2 2
0y =
J(x\P)) [4 _J

e Para obter a primeira iteracdo, primeiro multiplicamos a
matriz Jacobiana pela variacdo para primeiro ponto iterativo
e igualamos ao sistema aplicado no ponto inicial:
2 27 (a9 -7
ST

e O produto matricial acima é um sistema linear, resolvendo
obtemos:
AxO) = [-05 1]

e O ponto iterativo é obtido pela soma do pontos anteriores:

1 —-0.5 0.5
(1) — ,(0) 0) — _
X xW) + Ax [1] + [ 1 } [ 5 }
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Equacées nao lineares  Método de Newton

Método de Newton - Exemplo

e Ao aplicar o primeiro ponto iterativo aplicado na matriz
Jacobiana obtemos:

D) = B M

e Ao aplicar o primeiro ponto iterativo no sistema obtemos:

2%052—-2=-15

F(xW) = [-4.75 —1.5]
e Novamente obtemos um sistema linear em forma de produto

{ 052+22-9=-475

matricial:
1 4] [axP|  [-a75
2 —1 AX2(1> T | -15

e Resolvendo o sistema acima obtemos:
Ax) = [-1.305 —1.513]
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Equacées nao lineares  Método de Newton

Método de Newton - Exemplo

e A segunda iteracdo pode ser obtida:

05] . [~1.305] _ [—0.805
@) = ) 4 Ax(D) = _
X =T Ax [2} * [—1.513] [0.487}

e As iteragdes continuam seguindo a mesma ordem realizada e
s6 termina quando ha uma convergéncia de valores, neste

Caso:
x( = [-1.175 1.175]
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